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Introduction

La topologie est la branche des mathématiques qui proclame qu'un donuts n’est rien
d’autre qu'une tasse a café particuliere, pour peu que celle-ci ait une anse. La reconnais-
sance des formes est un domaine de recherche en informatique qui essaie de donner a un
ordinateur la capacité de faire la différence entre un donuts et une tasse a café. Méme si ces
deux motivations peuvent paraitre contradictoires, ’étude des propriétés topologiques des
espaces discrets est un domaine de recherche important pour la reconnaissance des formes
en informatique. En effet, depuis le début des années 1970, la définition de notions de
topologie adaptées au cadre discret a permis de définir, de formaliser mathématiquement
et de justifier les algorithmes utilisés dans les programmes d’analyse et de traitement de
I'image. Les opérations préservant la topologie font partie de cet ensemble d’algorithmes,
et il n’est nul besoin de rappeler 'intérét des algorithmes d’amincissement homotopiques

par exemple dans les applications de reconnaissance de I’écriture.

Maintenant, en dehors des images bi-dimensionnelles, les images de 1'espace discret Z3
constituent un champ d’investigation intéressant auquel s’intéressent quantités de travaux
récents. Dans ce cadre, deux notions principales ont été utilisées pour caractériser la
préservation de la topologie. La premiere, la caractéristique d’Euler, a été adaptée de la
topologie classique et de la théorie des graphes. La seconde, le groupe fondamental, a
été transposée de la topologie algébrique au cadre discret ([Kon89]). Pour cette these,
notre motivation est 1’étude des éléments de base du groupe fondamental discret: les
classes d’homotopie de chemins. Aussi, en définissant et en utilisant de nouveaux outils
dédiés a I’étude de ces classes, nous prouvons de nouveaux théoremes qui montrent que le
groupe fondamental discret est un outil puissant pour I’étude des propriétés topologiques
dans un espace discret. De plus, nous fournissons dans ce mémoire les preuves completes
des résultats obtenus, preuves qui font appel aux seules notions de géométrie discrete

classiquement utilisées comme les relations d’adjacence et bien stur I'arithmétique entiere.
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Dans une premiere partie, nous allons présenter des notations et rappeler certaines notions
mathématiques concernant les ensembles et la théorie des graphes. Ces définitions, ainsi
que quelques autres notions mathématiques élémentaires, supposées connues, comme les
correspondances et applications, ainsi que quelques connaissances sur les groupes, per-
mettront au lecteur de comprendre tous les résultats énoncés par la suite ainsi que les
preuves qui en seront données. Nous introduirons ensuite des définitions classiques plus
spécifiques au cadre de la géométrie discrete et qui seront utilisées, voire généralisées,
par la suite. Enfin, nous terminerons cette partie par la description, a I'aide d’exemples,
du probleme qui constitue la motivation premiere de cette these: la caractérisation de la
préservation de la topologie dans un espace discret.

Dans une seconde partie, nous présentons un cadre nouveau pour l’étude du probleme
précédemment énoncé. Ce cadre est constitué par les objets connus dans la littérature
sous le nom de bords discrets (ou digital boundaries, voir [AFH81, HU83, Her92, RKWO91,
Udu94]) et que nous appellerons simplement des surfaces discretes, puisqu’aucune confu-
sion n’est possible ici avec un autre type de surface discrete qui a été introduit par plu-
sieurs auteurs ([MR81, Mal94, MB97]). Ce type d’objet discret présente un grand intérét
pratique puisqu’il est a la base d’outils de visualisation et de traitement d’images 3D
([HKL*81, HU83, Udu82, Len96, Len97]). Or, pour chacune de ces taches, les problemes
liés a la préservation de la topologie apparaissent quand on s’intéresse a la définition
d’algorithmes de squelettisation dans ce cadre ([MLO00]). En effet, I'utilisation d’un al-
gorithme d’amincissement s’avere étre un outil efficace dans les programmes dédiés a la
visualisation des objets 3D (i.e. de leur surface) mais aussi a l’analyse des objets sous-
jacents. Nous rappellerons dans cette partie des résultats précédemment obtenus qui
concernent la préservation de la topologie dans les surfaces discretes ([MLOO]); ensuite
nous introduirons un nouvel outil pour la démonstration de théoremes dans ce cadre:
le nombre d’intersection de chemins. Des propriétés importantes seront démontrées qui
font du nombre d’intersection un outil permettant entre autres la distinction des classes
d’homotopie de chemins dans une surface discrete. Alors, en utilisant ces propriétés, nous
donnerons la preuve d'un nouveau théoreme de Jordan pour des courbes discretes des-
sinées a la surface d’une partie de Z3. Finalement, ce nouvel outil permettra de donner la
preuve d’un nouveau théoreme qui montrera que le groupe fondamental discret est suffi-
sant pour caractériser la préservation de la topologie dans les surfaces discretes, excepté

dans un cas trivial tres particulier.
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Dans un troisieme partie, nous nous intéresserons non plus au cadre des surfaces mais
au probleme de la préservation de la topologie dans 1’espace discret Z3. Dans ce but, on
remarque que les surfaces discretes peuvent étre considérées comme un cadre de travail
intermédiaire entre les espaces Z? et Z3. Dans cette derniere partie, nous fournissons
le résultat d'un travail dont le but est d’obtenir une formalisation rigoureuse d’une ca-
ractérisation globale des points simples dans Z3. Ces points sont définis classiquement
comme des points qui peuvent étre effacés dans une image (binaire) sans en modifier les
propriétés topologiques ([Mor81, BM94, Ber94, Ma94, Kon95]). Plus précisément, nous
nous intéresserons dans cette partie a la correspondance “évidente” entre les propriétés
topologiques d'une partie de Z? et celles de son complémentaire. Une fois de plus, nous
nous intéresserons a une caractérisation de ces propriétés utilisant le groupe fondamental
discret. Aussi, apres avoir défini un analogue du nombre d’entrelacement (invariant de
base en théorie des noeuds) pour des chemins fermés dans Z3 et prouvé son invariance par
déformation continue des chemins, nous serons en mesure de montrer la correspondance
précédemment évoquée entre I’'objet et son complémentaire. En effet, le nombre d’entrela-
cement, de la méme facon que le nombre d’intersection introduit dans la seconde partie,
permet de distinguer les classes d’homotopie de chemins fermés dans Z3. Finalement,
nous conclurons avec une question ouverte concernant le probleme de la caractérisation
de la préservation de la topologie, question qui suggere un lien entre la géométrie discrete

et la théorie des noeuds.
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Introduction a la Partie 1

Dans cette premiere partie, nous introduisons les notations et définitions de base qui se-
ront utilisées dans la suite. Apres un tres bref rappel de certaines notions de la théorie
des ensembles et des graphes, nous rappellerons quelques notions classiques de géométrie
discrete comme les relations d’adjacence et la connexité. Nous donnerons aussi la définition
de ce qui pourrait étre appelé la déformation continue d’un chemin discret, formellement :
la relation d’homotopie entre chemins dans un espace discret. Cette derniere définition
aboutira a celle du groupe fondamental discret qui a été introduit dans le cadre discret
par T.Y. Kong dans [Kon89]. Finalement, nous poserons plusieurs définitions concernant
la préservation de la topologie pour les parties d'un espace discret avec une illustration

le cas de l'espace Z?2.






Chapitre 1

Espaces dicrets

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions de base qui seront utilisées dans

toute la suite.

1.1 Ensembles, relations et chemins
Dans cette section, F/ est un ensemble.

Notation 1.1 (complémentaire, ensemble des parties) Si X est une partie de E,
on note X le complémentaire de X dans E, i.e 'ensemble des éléments de E qui ne sont

pas dans X. On note aussi P(E) I'ensemble des toutes les parties de E.

Maintenant, rappelons les définitions d’une relation binaire et d’une relation d’équivalence

sur F.

Définition 1.1 (relation binaire) Une relation binaire R sur E est une partie de [’en-

semble produit £ X E.

— R est dite symétrique st pour tout couple d’éléments a et b de E, on a:

(a,b) € R = (b,a) € R.
~ R est dite réflexive si (e,e) € R pour tout élément e de E.

— R est dite transitive si pour tout élément a, b et ¢ de E, alors (a,b) € R et (b,c) € R

= (a,c) € R.

— R est dite anti-réflexive si pour tout élément e de E on a (e,e) ¢ R.
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~ R est dite anti-symétrique si pour tout a et tout b dans E, alors (a,b) € R et

(b,a) € R entraine a = b.
Nous rappelons aussi les définitions suivantes de cloture d’une relation binaire R.

Définition 1.2 Si R est une relation binaire sur E, la cloture symétrique et transitive

de la relation R est la relation Ry définie par:

A(z0,...,2) tel que pour i =0,...,1 —1, on ait (r;,x;11) € R ou
Rst == ($7y>
bien (z;41,7;) € R.

Définition 1.3 Si R est une relation binaire sur E, la cloture transitive de la relation
R est la relation R définie par:
R = {(I,y) ‘ A(z0,...,2) tel que pouri=0,...,1—1 on ait (z;,x;11) € R. }

Définition 1.4 (relation d’équivalence, classe d’équivalence) Une relation
binaire Ry sur E est appelée une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique
et transitive. Si Ry est une relation d’équivalence sur E et e € E, la classe d’équivalence
de e par Req, notée [e|r,,, est définie par:

lelr.,, ={r € E | (z,e) € Req }.

Dans le cadre de la géométrie discrete, la notion suivante de relation d’adjacence sera tres

souvent utilisée, en tant qu’analogue de la notion continue de voisinage.

Définition 1.5 (relation d’adjacence) Une relation binaire R sur E est appelée re-

lation d’adjacence si elle est symétrique et anti-réflexive.

Dans la suite de cette section, R est une relation d’adjacence sur E.

Définition 1.6 (R—adjacence, R—voisinage Ng(z)) Soient x € E ety € E. On dit
que x et y sont R—adjacents si (z,y) € R. De plus, si X est une partie de E on dit que
x ¢ X est R—adjacent a X s’il existe un élément y € X tel que (z,y) € R.

Etant donné un élément x de E, on note Ngr(z) Uensemble des éléments de E qui sont

R—adjacents a x. On appelle cet ensemble le R—voisinage de x.

Remarque 1.1 Le lecteur est mis en garde contre la confusion possible entre le mot
“voisinage” utilisé ici, et le méme mot utilisé en topologie. En effet, alors que le voisi-

nage d’un point défini en topologie contient toujours ce point, un voisinage au sens de la
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Définition 1.6 est 'ensemble des spels voisins d’un spel donné suivant une certaine rela-
tion d’adjacence, sans ce spel lui-méme. De méme, la notation Nr(x) utilisée ici différe
légérement de celle utilisée par de nombreux auteurs qui réservent la notation Ng(x) pour
un ensemble contenant [’élément x alors que Nj(x) désigne le voisinage tel qu’il est défini

1C1.

Définition 1.7 (adjacence entre ensembles) Soient X et Y deux parties de E. On
dit que X et Y sont R—adjacents s’il existe deux éléments x € X ety € Y tels que
(z,y) € R.

Définition 1.8 (R—chemin, R—connexité, composantes R—connexes) Soient
a et b deuxr éléments de E. Un R—chemin 7 de a a b et de longueur [ dans F est un
(I + 1)—uplet m = (xg,...,x;) d’éléments de E tel que a = xo, b = x; et pour tout
i€{0,...,1—1} les éléments x; et x;y1 sont R—adjacents (i.e. (x;,x;11) € R) ou égau.
Le R—chemin m est dit fermé si xg = x;; et xg et alors appelé le point de base ou encore
I'extrémité de m. Le chemin 7 est dit simple si x; # x; dés que i # j (excepté quand
{i,j} = 10,1} si w est fermé). On dit que deuz éléments a et b de E sont R—connectés
dans E sl existe un R—chemin de a a b dans E. De facon évidente, la relation de
R—connexité est une relation d’équivalence sur E et les classes d’équivalence de cette
relation sont appelées les composantes R—connexes de E. En d’autres termes, une com-
posante R—conneze de E est une partie mazimale de E dans laquelle deux éléments sont

toujours R—connectés dans E.

Nous définissons aussi ce que 'on appellera par la suite un demi-tour dans un chemin.

Définition 1.9 (demi-tour) Soit 7 = (yi)k—0,..p un R—chemin dans E. On dit que

possede un demi-tour a ["indice k st Yp_1 = Ygi1-

Notation 1.2 Dans tout ce mémoire, et afin de ne pas alourdir les notations, pour tout
chemin fermé 7m = (zo,...,z,) et tout entier i € {0,...,¢} on notera z;;y [resp. x;_1]
POUT Tif1 mod ¢ ['€SP. Ti—1 mod ¢), OU @ + b mod ¢ est le seul entier positif r vérifiant

a+b=nqg+rpourn € Zet tel quer € {0,...,q—1}.

Définition 1.10 (changement de parameétre) Soient ™ = (yo,...,Y,) €t

7 = (Yo, ---,¥,) deuxr R—chemins fermés de longueur p dans E. Les deux chemins m et
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7’ sont dits identiques & un changement de parametre pres si ['une des deux conditions

suivantes est satisfaite :

— Il existe ko € {0,...,p} tel que pour tout k € {0,...,p} on ait Yy, = Yry+k-

— Il existe ko € {0,...,p} tel que pour tout k € {0,...,p} on ait y,, = Yr,—k-
Maintenant, on définit 'opération de concaténation des chemins.

Définition 1.11 (concaténation de chemins, chemin inverse) Sotent deuz
R—chemins m = (Yo, -,¥yp) et ™ = (Yo,---,¥y,) dans E tels que y, = y;. On appelle
concaténé des chemins 7 et @', et on note .7, le R—chemin (Yo, - Yp—1,Yps-- - Yy)-

1

On définit aussi U'inverse de 7, noté 7=, comme le R—chemin (Yp, Yp—1,Yp—2,-- -+ Y0)-

Notation 1.3 Soit 7 = (;);—0,.., un R—chemin dans E, on note 7* ’ensemble :

={ye E|Jied{0,...,p}tel quey =ux; }.

Définition 1.12 (chemin trivial) Soit a € E, le chemin fermé n = (a,a) de a a a (de

longueur 1) appelé un chemin trivial réduit a a.

Définition 1.13 (R—courbe fermée simple) Une partie finie C de E est appelée une
R—courbe fermée simple si elle est R—connexe et que tout élément x de C' est R—adjacent
a exactement deux autres €éléments de C. Dans ce cas, on peut trouver un R—chemin
fermé simple ¢ dans E tel que ¢* = C qu’on appelle une paramétrisation de la courbe C' .
Notons que tous les chemins de cette forme sont identiques a un changement de paramétre

pres (voir Définition 1.10). On appelle aussi ¢ une R—courbe fermée simple paramétrée.

1.2 Images discretes

Dans cette section, on introduit les notions d’espace discret et d’objet discret. Tout
d’abord, on appelle espace discret tout couple (€, R) o R est une relation d’adjacence sur
I’ensemble €. Signalons que les espaces discrets ainsi définis ne doivent pas étre confondus
avec les espaces munis d’une topologie discrete définis en topologie classique. Dans un
souci de simplicité, étant donné un couple (€, R), on appelle aussi € un espace discret.

Un élément = d'un espace discret € est appelé un spel (raccourci de “space element”).
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Dans la suite, et sauf indication contraire, (€, R) est un espace discret.

Définition 1.14 (image discréte, objet, fond) Une image discrete Z sur € est un
couple (€,X) ou X est une partie de E. L’ensemble X est appelé un objet discret. Les
éléments de X sont appelés des 1—spels ou encore spels noirs alors que les éléments de
X sont appelés des 0—spels ou spels blancs. L’ensemble X est aussi appelé le fond de

I'objet X ou encore le fond de I'image discrete 7.

Il est maintenant nécessaire de donner des exemples concrets, a la fois d’espaces discrets
mais aussi d’images discretes. Dans la Figure 1.1 est représentée par des points noirs une
partie de I'ensemble Z2. Un élément de Z?, classiquement appelé un pizel (raccourci de
I'anglais “picture element”), peut étre représenté par un point mais est le plus souvent
identifié a un carré unitaire centré sur un point de coordonnées entieres du plan Euclidien.
Dans la Figure 1.2, on a représenté, a I’aide de cubes unitaires, une partie de Z3. De facon
similaire, un élément de Z3, classiquement appelé un vozel (raccourci de anglais “volume
element”); est représenté soit par un point de coordonnées entieéres mais est associé le

plus souvent a un cube unitaire centré sur un point de coordonnées entieres.

Fic. 1.1: Deux représentations d’une
F1G. 1.2: Une vue d’un objet de Z3.
partie de 7.

1.3 Relations d’adjacence dans Z? et Z°

Dans cette section, on présente des relations d’adjacence dans Z? et Z3 qui définissent
des structures d’espaces discrets. Notons que toutes les propriétés topologiques des objets
discrets que 'on peut étudier dépendent directement du choix d’une relation d’adjacence
(en fait, généralement de deux relations comme il sera expliqué dans la section 1.4).
Meme s’il est possible de définir d’autres types de relations d’adjacence, celles qui sont

présentées ici sont les plus communément utilisées.
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Fic. 1.3: Un pizel x (en noir) et
F1a. 1.4: Un vozel x (point noir) et les ensembles

les ensembles N, (x) pour n € {4,8}
N, (x) pour n € {6,18,26} (en gris).

(en gris).

Tout d’abord, nous introduisons les notations suivantes pour les espaces discrets de type

7% (pour d entier positif).

Notation 1.4 Si z € Z?, avec d > 0, on note 2¢ la i coordonnée de z pour i €

{1,...,d}, soit z = (x',2%,..., 2%).

Définition 1.15 (R4 et Rg) On définit les deux relations d’adjacence Ry et Rg sur Z>
comme suit :

Ry = {(z,9)€Z>xZ* ) |t —y| + |22 — 92| =1}
et,

Rs = {(@y)eZ?xZ ] v#yet|z'—y' ]2*—y? <1}

Définition 1.16 (R, pour n € {6,18,26}) On définit les relations d’adjacence Rg, Ris

et Rag sur Z3 par:

RQG = { (Iay) € Z3 X Z3 / Maxnxl —y1|,|$2 _y2|7|I3_y3|] =1 }
ng = {(m,y)€Z3xZ3/]xl—y1\+|x2—y2|+|x3—y3]§2} ngﬁ
Re = {(2,y) €22 X7 [ |o" —y'[+ 2> —¢?| +]2° —y’| =1 }

Notation 1.5 (préfixe “n—") Afin d’améliorer la lisibilité, et puisque les relations d’ad-
jacence seront tres utilisées par la suite, on abrégera “R,” par “n” dans toutes les
notations qui ont été introduites jusqu’ici. Par exemple, 6—adjacence sera utilisé pour

Rs—adjacence de méme que Nog(x) est la notation abrégée de Ng,,(x).

Les différents voisinages (voir Définition 1.6) associés aux relations d’adjacence des Définitions 1.15

et 1.16 sont représentés dans les Figures 1.3 et 1.4.
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1.4 Complémentarité entre relations d’adjacence

Nous allons justifier maintenant la nécessité d’utiliser deux relations d’adjacence, et non
une seule, pour traiter des propriétés topologiques d'une image. En effet, un des buts de
la géométrie discrete est I’étude des propriétés topologiques des images discretes. Dans ce
contexte, la connexité est bien entendu une notion fondamentale. Toutefois, afin d’éviter
des paradoxes topologiques, nous devons ajouter quelques restrictions concernant 1'uti-
lisation des relations d’adjacence quand on considere a la fois un objet et son fond. De
tels paradoxes apparaissent par exemple quand on essaie de définir les trous d'un objet
de Z? et les cavités d'un objet de Z*. En effet, on espére intuitivement pouvoir définir les
trous dans Z? et les cavités dans Z* d'un objet comme les composantes connexes finies du
complémentaire de cet objet. Cependant, si la méme relation d’adjacence est utilisée pour
définir les composantes connexes d’un objet X et celles de son complémentaire, alors ce
type de définition donne lieu a des situations inacceptables. Ainsi, dans la Figure 1.5(a),
I'ensemble X C Z2 composé des pixels noirs est 8—connexe et on s’attend a ce qu’il
possede un trou, c.a.d. qu’il entoure une composante connexe de pixels blancs. Toutefois,
puisque les deux pixels blancs marqués d'un point sont 8—adjacents, il n’est possible de
définir un trou dans ce cas que comme une composante 4—connexe de pixels blancs. De
la méme fagon, nous avons représenté dans la Figure 1.5(b) un 4—chemin fermé simple.
Puisque les deux pixels noirs fléchés ne sont pas 4—adjacents, on s’attend a ce que ce
chemin n’entoure qu'une seule composante connexe de pixels blancs. Ceci n’est alors vrai
que si les deux pixels blancs marqués d'un point sont eux mémes adjacents, c’est a dire
si on considere le complémentaire du 4—chemin avec la relation de 8—connexité. Selon
T.Y. Kong ([KR8&9]), ce principe de relations d’adjacence complémentaires a été établi

pour la premiere fois dans [DHM67].

(a)

4666000
e e b el
OGS S OO S
TN
O S e e ool
S 0000.0.8

(b)

F1G. 1.5: Deuz objets de Z2.

FiG. 1.6: Une sphere topologique

en 18 ou 26— connexité.
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Maintenant, les mémes considérations s’appliquent aux parties de Z3 comme illustré par
la Figure 1.6. Soit X 'objet constitué de tous les voxels visibles dans la partie gauche de
cette figure (Figure 1.6). Alors, si les voxels noirs sont considérés comme faisant partie
d’un objet 26 ou 18—connexe, on s’attend a ce que le voxel blanc intérieur a cet objet
soit isolé (i.e. voisin d’aucun autre voxel blanc); de telle sorte que ’ensemble des voxels
noirs constitue une sphere topologique (ayant une cavité). De fagon évidente, cela n’est

vrai que si la relation de 6—adjacence est utilisée pour considérer I’ensemble X.

Finalement, pour un espace discret quelconque (€,R), on résume ces considérations par
I'utilisation de couples (R,R) de relations d’adjacences, la relation de R—adjacence
étant associée & un objet tandis que la relation de R—adjacence est associée & son
complémentaire. Pour les images dans Z?, nous utiliserons (n,n) € {(4,8),(8,4)} et
pour des images dans Z*, nous utiliserons (n,m) € {(6,26), (6+,18),(26,6), (18,6+)}.
Insistons sur la nécessité de noter “6+" la relation de 6—adjacence associée a la relation
de 18—adjacence (notez que Rg, = Rg d’apres la Définition 1.16). En effet, ceci nous
permet d’abréger certaines notations puisque la donnée de la seule relation d’adjacence
utilisée pour les objets suffit a préciser celle qui est utilisée pour le complémentaire (si
n = 26 alors m = 6, si n = 64 alors m = 18, etc.). Dans la suite, les couple (n,7) énumérés
précédemment sont aussi appelés des couples de relations d’adjacence complémentaires.

De fagon plus générale, on suppose par la suite que la donnée d’une relation d’adjacence
R associée & un objet X implique 1'utilisation d’une unique relation d’adjacence R pour
son complémentaire ; de telle sorte que la notation R est correctement définie. Ainsi, des
qu'une relation d’adjacence est définie (e.g. (6+)), on doit préciser une fois pour toutes

la relation d’adjacence complémentaire utilisée.

Maintenant, étant donné une couple (R, R) de relations d’adjacence complémentaires, on

utilisera aussi les notions suivantes :

Définition 1.17 (R—composantes noires/blanches) Soient Z = (€, X) une image
discréte et R une relation d’adjacence sur €. Une composante R—connexe de X [resp.
une composante R—connexe de X | est appelée une composante noire [resp. composante

blanche ou encore composante de fond/.

La définition qui suit ne doit pas étre confondue avec la notion de tunnel qui sera intro-

duite dans la suite.
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Définition 1.18 (R—cavité) Soient Z = (£, X) une image discréte et R une relation
d’adjacence sur €. Une composante R—connexe finie de X est appelée une R—cavité de

X. Une cavité dans Z? est aussi appelée un trou.

Définition 1.19 (spel R—isolé, spel R—intérieur) Soient X une partie de € et z €
X. On dit que x est un spel R—isolé de X quand Np(x) N X = 0; et x appelé spel
R—intérieur de X si Ng(z) N X = 0.






Chapitre 2

Notions de base en géomeétrie

discrete

Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs notions qui ont été introduites par différents
auteurs dans le cadre de la géométrie discrete. Pour certaines d’entre elles, nous essayons
de montrer leur similitude avec des notions classiques de topologie et aussi la facon dont
elles sont dérivées de leurs analogues continues.

Toutes ces notions sont présentées ici principalement pour deux raisons. D’une part, elles
ont montré leur utilité pour I'étude des propriétés topologiques des images discretes.
D’autre part, les outils qui seront développés dans la Partie II et la Partie III utilisent

ces notions et parfois les généralisent.

2.1 Indice, index et Théoreme de Jordan

Nous rappelons ici, les définitions de deux outils qui ont été utilisés pour montrer des

résultats fondamentaux en géométrie discrete.

— Le premier, que 'on appellera indice, a été introduit par A. Rosenfeld dans [Ros70]
et utilisé pour prouver un théoreme de Jordan (Théoreme 4 de la sous-section 2.1.3)
pour des images discrétes dans Z2. En effet, ce nombre sert a caractériser le fait
qu'un pixel donné se situe soit a 1’intérieur, soit a I’extérieur d’une n—courbe fermée

simple.

— Le second, que l'on appellera indez (en anglais: 2D winding number) a été introduit
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par R. Malgouyres ([Mal94]) dans le but de distinguer les composantes connexes du
complémentaire d'un n—chemin fermé quelconque de Z2, et plus particulierement

dans le but de caractériser I'appartenance d’un pixel a I'extérieur d’un tel chemin.

2.1.1 Indice d’un pixel

Ce nombre est associé a un pixel x du complémentaire d’'un n—chemin fermé simple
¢ = (zg,...,2,) dans Z* pour n € {4,8}.

Soient x* = (a,b) € Z? un pixel dans le complémentaire ¢* des pixels de ¢ et A, =
{(a + k,b) | k € N}. La demi droite A, ainsi définie (voir Figure 2.1) rencontre ¢ sur
plusieurs intervalles d’intersection. On définit A, . comme étant I’ensemble des intervalles
d’intersection entre c et A, :

Ape = {(k1, ko) | {xry -1, Tyr1} N AL =0 et x € A, pour ky < k < ko}.
Maintenant, pour tout intervalle d'intersection A = (k1, k2) € A, ., on dit que A, tangente
cen \si (27, _; —b)(z}, 4 —b) =1 (i.e. Tp,_1 et Tp,4q se trouvent du méme “coté” de
A,) et on dit que A, traverse ¢ en Asi (a7, —b)(a}, 4 —b) = —1.

Dans [Ros70], Rosenfeld a définit les ensembles intérieur et extérieur associés a une

n—courbe fermée simple ¢ de la fagon suivante:
— Si A, . traverse ¢ un nombre impair de fois, alors x appartient a l'intérieur de c.
— sinon, x appartient a 1’ezxtérieur de c.

Utilisant cette définition de l'indice, Rosenfeld a tout d’abord prouvé la Proposition

suivante :

Proposition 2.1 ([Ros70]) L’intérieur et [’éxtérieur d’une 4—courbe fermée simple de

longueur strictement supérieure a 4 sont tous les deux non vides.

Ensuite, il démontra que:

Proposition 2.2 ([Ros70]) Soit ¢ une 4—courbe fermée simple de longueur strictement
supérieure a 4. St x est un pixel intérieur a c et y est un pivel extérieur a c, alors, tout

8—chemin de x a y rencontre c.

Les deux propositions précédentes établissent simplement le fait que le complémentaire

de la courbe fermée simple ¢ ne peut étre 8—connexe puisqu’il existe (Proposition 2.1)
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(a) La demi-droite A, traverse ¢ deux (b) La demi-droite A, traverse ¢ seule-

fois, i.e. = est a l’éxtérieur de c. ment une fois, i.e. x est intérieur a c.

F1G. 2.1: Définition des pixels intérieurs et extérieurs a c¢ dans c¢* quand c est une

4—courbe fermée simple.

deux pixels z et y dans ¢* qui ne sont pas 8—connectés dans ¢* (Proposition 2.2). Plus
tard, dans [Ros73], Rosenfeld acheva la preuve du Théoreme de Jordan qui établit que
le complémentaire d'une 4—courbe fermée simple de longueur strictement supérieure a
4 est composé de deux composantes 8—connexes, qui coincident évidemment avec les
ensembles intérieur et extérieur (voir sous-section 2.1.3).

Avec des preuves plus longues mais pas plus difficiles, toutes les propositions données
dans cette sous-section peuvent étre demontrées, avec des définitions adaptées, dans le
cas ol ¢ est une 8—courbe fermée simple.

Maintenant, cet outil simple mais néanmoins utile peut étre amélioré pour distinguer
les composantes connexes du complémentaire d'un n—chemin fermé quelconque (pour
n € {4,8}), pas nécessairement simple. Ceci nous amene a la définition de I'index (winding

number) d'un chemin autour d’un point de Z* qui a été utilisé par R. Malgouyres.

2.1.2 L’index

Motivation : un Théoréme de Jordan dans Z3

Dans [Mal94, Mal97a], R. Malgouyres a utilisé 'index, dont la définition est rappelée
dans cette section. Il avait besoin de cet outil afin de montrer un théoreme de Jordan,
'analogue de celui de Rosenfeld pour les courbes fermées simples dans Z2, mais cette

fois pour un certain type de surface dans Z3 qui a été défini dans [Mal94, Mal97a] : les
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MA—surfaces. Une telle surface est un ensemble de voxels dont le 26—voisinage vérifie
une certaine condition locale (le lecteur intéressé par les différentes caractérisations de sur-
faces constituées de voxels pourra se reporter aux références [MRS81], [Mal97a], [BM99],
[Fou97], [MB99] eu encore [MB99]). I est alors démontré que tout ensemble 26—connexe
de voxels tels que chaque voxel vérifie la condition locale mentionnée précédemment,

sépare effectivement son complémentaire en deux composantes 6—connexes.

Comme dans le cas 2D, une premiere étape dans la démonstration de cette propriété
consiste en la définition des voxels intérieurs et extérieur du complémentaire d’une sur-
face fermée S. Alors, une méthode analogue a celle décrite dans la sous-section précédente
est de compter le nombre de fois quune demi-droite D,,, partant d'un voxel y, et parallele
a un des axes de coordonnées, traverse la surface. Dans le cas 3D, il faut la encore dis-
tinguer une intersection tangente entre D, et S d’'un intersection transversale. Ces deux
types d’intersections sont illustrés respectivement par la Figure 2.2(a) et la Figure 2.2(b).
Aussi, afin de distinguer ces deux types d’intersections, on considere tout d’abord I’en-
semble A des voxels de S qui sont 26—adjacents a cette intersection (voir les images
centrales de la Figure 2.2). Alors, R. Malgouyres a montré qu’il est possible de donner
une paramétrisation périodique mais unique, a un changement d’orientation pres, de 1’en-
semble A ([Mal97a] et [Mal95]) et, par la méme occasion, de sa projection sur un plan
discret a deux dimensions orthogonal a la demi-droite D,,. En raison de la définition méme
des surfaces considérées, cette projection de ’ensemble A peut en fait étre paramétrée
par un 8—chemin fermé. Maintenant, étant donné un tel 8—chemin, qui est clairement
inclus dans une grille 3 x 3, le fait que la demi-droite D, traverse ou tangente simplement
la surface S est équivalent au fait que le pixel central du voisinage 3 x 3 (images du bas
des Figures 2.2(a) et 2.2(b)) soit intérieur ou bien extérieur au 8—chemin fermé obtenu
par projection.

Aussi, on doit donner une définition précise de I'intérieur et de I’extérieur d’un 8 —chemin

fermé (non simple).

Index

La définition de l'index est quasiment identique a celle de l'indice qui a été rappelée
dans la sous-section 2.1.1 mais cette fois ne compte pas uniquement le nombre de fois

ou une demi-droite traverse le chemin considéré mais plutot le nombre d’intersections
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! !
A A: @
! !

(a) La demi-droite D, tangente la surface. (b) La demi-droite D,, traverse la surface.

F1G. 2.2: Images du haut: Deux types d’intersections entre une demi-droite D, par-
tant de y et une partie d’une MA—surface. Images centrales: L’ensemble A des voxels
26—adjacents a un vozel de ["intersection. Images du bas : La projection 2D de l’ensemble
A sur un plan orthogonal a D, peut étre paramétrée a l'aide d’un 8—chemin fermé (non

nécessairement simple).
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transversales orientées entre la demi-droite et le chemin.
Soit © = (a,b) un pixel du complémentaire d’'un 8—chemin fermé (pas nécessairement
simple) ¢ = (o, ...,z,) dans Z? pour n € {4,8}. Soit A% une demi-droite (un rayon)
définie de la maniere suivante pour a € {1,2,3,4}:

Al ={(a+k,b) | k € N}.

A2 ={(a,b+k) | k € N}.

A3 ={(a—k,b) | k € N}.

A* = {(a,b—k) | k € N}.
La demi-droite A% ainsi définie (voir Al dans la Figure 2.4) rencontre ¢ sur plusieurs

intervalles d’intersections. On définit Ag . comme I'ensemble des intervalles d’intersections
entre c et AJ:

AS = { (k1 ko) | {og 1, Tpy1 } NAS = D et Vhy <k < ko, 1 € A}
Maintenant, pour un intervalle d’intersection A = (ki, k) € A, ., on dit que A est une
intersection tangente entre ¢ et A% si (x _; —b) - (25,,, —b) = 1 (i.e. xp,_1 et Tp,1q se
trouvent du méme “coté” de A,) et on dit que A est une intersection transversale entre c et
Ay si (@7, _—b)-(z},,,—b) = —1. Dans ce dernier cas, on associe & A soit la valeur 41 ou la
valeur —1 selon 'orientation de l'intersection suivant la convention de signes donnée dans
la Figure 2.3. Alors, I'index W, n’est autre que la somme des contributions de tous les
intervalles d’intersections de A, valant 0, +1 ou -1 respectivement pour les intersections
tangentes, transversales positives et transversales négatives (voir les exemples donnés

dans la Figure 2.5). Alors, le théoreme suivant a été démontré dans [Mal94].

Théoréme 1 ([Mal94]) Soit ¢ une 8—chemin fermé dans Z* et x € Z*\ c¢*. Alors,
Wi, = W2, =W =W,

Ce théoreme permet d’abréger W', par W, . puisque sa valeur ne dépend pas du choix de
la demi-droite A pour o € {1,2, 3,4}, et montre que I'index est une notion intrinseque.
Qui plus est, le théoreme suivant établit le fait que I'index peut servir a distinguer des
pixels qui n’appartiennent pas a la meéme composante 4—connexe du complémentaire
d’un 8—chemin fermé. Toutefois, il ne fournit pas une condition nécessaire permettant de

caractériser cette derniere propriété.

Théoréme 2 ([Mal94]) Soit ¢ un 8—chemin fermé dans Z* et {x,y} C Z*\ ¢*. Si x et

y sont 4— connectés dans c* alors W<, = W
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(c) Intersection négative.

F1G. 2.4: Intersections tangentes et transversales.

Dans le Chapitre 6 nous introduisons le nombre d’intersection entre deux chemins repo-
sants sur un type de surface discrete (ce type de surface qui constitue un espace discret
au sens présenté dans le chapitre précédent sera formellement définit dans le Chapitre 4).
Alors, des propriétés nouvelles de 'index peuvent étre déduites des propriétés du nombre
d’intersection (voir Chapitre 8). Le Théoreme 2 apparaitra alors comme un corollaire

immédiat de propriétés plus générales du nombre d’intersections.

2.1.3 Un Théoréme de Jordan discret

Dans cette sous-section, nous rappelons un résultat simple mais important di a A. Rosen-
feld concernant un théoreme de Jordan sur les courbes discretes. Cette propriété simple

est 'analogue discret du résultat similaire bien connu portant sur les courbes fermées
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(a) Wy =42 (b) Wy e=+1
Fi1ac. 2.5: Deux exemples de valeurs d’index.

simples dans R2. Elle peut étre vue comme un premier exemple de résultat classique de
topologie qui peut étre transposé au cadre discret. Dans la Partie II (Chapitre 7), on
donnera la démonstration d’un nouveau Théoreme de Jordan dans le cadre des surfaces
discretes, démonstration qui utilise un nouvel outil, le nombre d’intersection, de telle sorte
que le Théoréme de Jordan dans Z?2 devient une restriction de ce nouveau théoréme au
cas du plan discret.

Nous rappelons qu'un courbe fermée simple dans R? est une application continue f de
Iintervalle fermé réel [0, 1] dans R? tel que f(0) = f(1) et telle que la restriction de f &

'intervalle [0, 1] est injective.

Théoréme 3 (Courbes de Jordan) Si f est une courbe fermée simple dans R?, alors

R%\ £([0,1]) a deux composantes connexes, dont une exactement est bornée.

Dans [Ros70] et [Ros73], A. Rosenfeld a montré le théoreme suivant :

Théoréme 4 ([Ros73]) Si ¢ est une n—courbe fermée simple dans Z* (de longueur
supérieure 4 4 sin = 4), alors Z* \ ¢* a deux composantes T— connexes, dont une exac-

tement est bornée.

2.2 Homotopie

Dans cette section, il est question d’une autre notion tres utile de topologie algébrique
qui peut étre définie dans un contexte discret: I’homotopie de chemins. Tout d’abord,

on rappelle la définition d’une homotopie en topologie algébrique pour ensuite montrer
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comment cette notion peut étre définie de maniere cohérente dans le cadre discret. Muni
de cette définition, il sera alors possible d’introduire dans la section suivante le groupe

fondamental discret qui est le sujet d’investigation central de cette these.

2.2.1 Homotopie en topologie classique

Tout d’abord, nous posons quelques définitions de topologie générale. Toutefois, puisque
notre propos n’est pas de rappeler ici toutes les notions de topologie classique, ces notions
peuvent étre trouvées par exemple dans [Kin93, Mau80], notamment la définition d’une

application continue qui sera utilisée dans ce qui suit.

Définition 2.1 (espace topologique) Un espace topologique est un couple (E,Q) o

E est un ensemble et O C P(E) vérifie les trois conditions suivantes :

i) leOetEeO.
i1) La réunion d’une famille quelconque d’éléments de O appartient a O.

iii) L’intersection de deux éléments de O appartient a O.

Les éléments de O sont appelés les ensembles ouverts de l’espace topologique (E,QO).

L’ensemble O est aussi appelé une topologie sur E.

Définition 2.2 (chemin) Soit (E,O) un espace topologique et soient x ety deux éléments
de E. Un chemin f de x &y dans E est une application continue de l’intervalle [0, 1] dans
E telle que f(0) = x et f(1) =y. Le chemin f est dit fermé si f(0) = f(1). Un chemin

trivial dans E est un chemin fo constant sur lintervalle [0,1] (i.e 3x € E, Vt € [0,1],

fo(t) =x).

Définition 2.3 (concaténation des chemins) Soit (E,O) un espace topologique, et
sotent f et g deux chemins dans E tels que f(1) = g(0). On définit le chemin concaténé
des deux chemins f et g, noté f.g, comme suit:
fg: 0,1 — X
sel0,3] — f(2s)
s€[31] — g(2(s—3))

1. [0, 1] est ici muni de la structure topologique induite par l’espace topologique associé & la structure

métrique (R, d) ot d est la distance dans R définie par d(z,y) = |# — y| pour tout couple (z,y) de R?.
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Définition 2.4 (homotopie a extrémités fixées) Soit f et g deur chemins dans un
espace topologique (E, O) et ayant les mémes extrémités (i.e. f(0) = g(0) et f(1) = g(1)).
On dit que les chemins f et g sont homotopes a extrémités fixées dans E sl eziste
une application continue H : [0,1] x [0,1] — FE telle que pour tout s € [0,1], on
ait H(0,s) = f(s), H(1,s) = g(s) et pour tout t € [0,1], H(¢t,0) = f(0) = g(0) et
H(t,1) = f(1) = g(1).

Définition 2.5 (homotopie relative & un point base) Soit (FE,O) un espace topo-
logique et © € E. Deuxr chemins fermés f et g de x a x dans E sont dit homotopes

relativement a x s’ils sont homotopes a extrémités fizées dans E.

Remarque 2.1 Si on note Ag(X) pour X C E l'ensemble des chemins fermés dans X
d’un point B a un point B (qu’on appelle le point base), alors la relation d’homotopie

relativement a B est une relation d’équivalence sur Ag(X).

Une définition importante est celle d'un espace simplement connexe.

Définition 2.6 (espace simplement connexe) Un espace topologique (E, Q) conneze
par arcs est dit simplement connexe si pour tout point base x € E, tout chemin fermé

de x a x est homotope relativement au point x a un chemin trivial (un tel chemin est dit

réductible).

E f(0)
(a) Deux chemins f et g homo- (b) Un espace topologique (¢) Un exemple d’espace to-
topes dans F. simplement connexe (sphere pologique qui n’est pas sim-
dans R?). plement connexe (une sur-

face fermée dans R3).

F1G. 2.6: La relation d’homotopie dans un espace topologique et la notion d’espace sim-

plement conneze.
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Le Lemme 2.3 sera utilisé dans la section suivante afin de justifier la définition de I'ho-
motopie pour les chemins dans un espace discret. Ce lemme, qui provient de la définition
méme de ’homotopie et de celle d'un espace simplement connexe, est illustré par la

Figure 2.7.

Lemme 2.3 Soient f et g deux chemins dans un espace topologique (E,Q), et soit V
une partie de E telle que le sous espace topologique (V,O') de (E,O) induit par V soit
simplement connezxe. De plus, soit I = [a,b] C [0,1] tel que Yx € [0,a] U [b,1], on ait
f(z) =g(x); et Vo € [a,b], on ait f(z) €V et g(x) € V. Alors f et g sont homotopes a

extrémités fizées dans E.

Schéma de preuve : Tout d’abord, on doit rappeler un résultat classique de topologie
algébrique qui établit que la concaténation de chemins est une opération compatible avec
la relation d’homotopie a extrémités fixées. En d’autre termes, pour toutes applications
f, [, get g telles que f(1) = f'(1) = g(0) = ¢'(0), si f et f’ sont homotopes & extrémités
fixées dans E alors f.g et f’.g sont homotopes a extrémités fixées dans E; et si g et ¢’
sont homotopes & extrémités fixées dans E alors f.g et f.¢' sont homotopes a extrémités

fixées dans F. Maintenant, on peut définir les chemins suivants dans E':

fi: [0,1] — FE fs : [0,1] — FE

s — f(sa) s — f(b+s(1—10))
fo: [0,1] — E g2 ¢ [0,1] — FE

s — fla+s(b—a)) s — gla+s(b—a))

Il est alors immédiat que f = fi.fo.f3 et g = f1.92.f3. De plus, f et go sont des applica-
tions continues de [0, 1] dans V' qui est simplement connexe. Suivant la Définition 2.6, on
déduit alors que fy et go sont homotopes a extrémités fixées dans V' (et donc dans E).

Finalement, on obtient que f et g sont homotopes a extrémitées fixées dans F. O

2.2.2 Homotopie pour les chemins discrets

Dans cette sous-section, on montre comment la définition de ’lhomotopie entre chemins
dans un espace topologique peut étre transposée au cadre discret. Tout d’abord, notons
quun R—chemin de longueur [ dans un objet X tel que défini dans la Section 1.1 peut
aussi étre défini comme une application de Uintervalle entier {0,...,l} dans X telle que
deux entiers consécutifs sont envoyés sur deux spels R—adjacents de X. Maintenant,

nous devons définir la relation d’homotopie entre de tels chemins. Ici, nous donnons une
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f,g

E

Fi1G. 2.7: Deux application f et g qui sont identiques sauf dans une partie simplement

connexe V de E.

justification intuitive de la Définition qui suivra. Pour une définition et une justification

détaillée, se reporter a [Kon89].

Tout d’abord, et puisque les exemples seront choisis dans les espaces discrets Z?2 et Z3,

nous devons définir les parties suivantes de Z3:

Définition 2.7 Un carré 2x2 de Z3 est l'un des trois ensembles suivants pour x =
(zt,2?,2%) € 23 :

{(2', 2% 2%), (' + 1, 2% 23), (2, 22 + 1,23), (' + 1,22 + 1,2%)},

{(xt, 2%, 23), (' + 1,2%,23), (2}, 2%, 2 + 1), (2P + 1, 2%, 2% + 1)} et

{(2', 2% 2%), (z', 2?2 + 1, 23), (z', 2%, 23 + 1), (z', 22 + 1,23 + 1) }.

Définition 2.8 Un cube 2x2x2 dans Z3 est un ensemble de la forme suivante pour
r= (2l 2% 2% € Z?:

{(z', 2% 2%), (' + 1, 2%, 23), (z! + 1, 2%, 23), (x' + 1,22 + 1,2%), (2!, 2%, 23 + 1),

(' + 1,22, 23+ 1), (' + 1,22, 28 + 1), (2t + 1,22 + 1,23 + 1) }.

Puisque la notion de continuité ne peut éetre utilisée directement dans le cas discret, nous
devons utiliser un moyen indirect pour caractériser le fait qu'un R—chemin discret peut
étre déformé de facon continue en un autre chemin. Ainsi, suivant la propriété énoncée
par le Lemme 2.3, une définition convenable peut étre donnée en utilisant des cellules
de taille minimale mais suffisante, simplement connexes et que ’on appellera des cellules
de R—déformation élémentaire ; cellules dans lesquelles deux chemins fermés ayant les
mémes extrémités sont intuitivement toujours homotopes. Etant donné un espace discret

€ et deux relations d’adjacences complémentaires (R, R), on peut définir les cellules de
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R-déformation élémentaire dans cet espace. Alors, la définition d'une R—déformation
élémentaire peut étre donnée de la maniere suivante : deux chemins sont dit équivalents
a une R—déformation élémentaire pres s’ils sont identiques sauf dans une cellule de

R—déformation élémentaire.

On donne les définitions suivantes pour les cellules de R—déformation élémentaire dans
les espaces discrets classiques. Observons que le choix de ces cellules doit satisfaire deux
criteres principaux. Le premier est que toute partie connexe X d’une cellule doit étre
simplement connexe au sens de la Définition 2.6 appliquée a son “analogue continu”.
Le second critere est que la cellule de déformation doit étre suffisamment grande pour
permettre les déformations élémentaires dans des parties étroites d’un objet quand cela
doit raisonnablement étre possible. Le premier critere est illustré par la Figure 2.8 dans
laquelle sont représentées plusieurs parties 26—connexes d’un cube 2x2x2 de Z3. L’ana-
logue continu de chacun de ces objets est alors simplement 1’ensemble des points de R?
appartenant aux voxels (un voxel est identifié & un cube unitaire de R?) de I'objet. Il est
alors évident que chacun de ces objets est simplement connexe. Dans la Figure 2.10(a) est
représentée une partie 6—connexe d’un cube 2x2x2 . Dans ce cas, et puisque la relation
d’adjacence utilisée pour le complémentaire est la relation de 26—adjacence, on obtient
que les deux voxels blancs (i.e. non représentés) du cube sont 26—adjacents de telle sorte
que I"analogue continu de cet objet (Figure 2.10(b)) n’est pas simplement connexe. Ainsi,
la cellule de 26—déformation élémentaire ne peut pas étre un cube 2x2x2; par contre
un carré 2x2 conviendra puisqu’il vérifie ce premier critere mais aussi le second (c’est
une cellule suffisamment grande). Cependant, pour (n,m) € {(26,6), (18,64+), (6+,18)}
un carré 2x2 peut ne pas suffire pour effectuer des déformations de n—chemins dans un
objet n—connexe alors que ces déformations sont envisageables de facon évidente. Par
exemple, aucune déformation élémentaire non triviale ne serait possible dans un carré
2x2 , pour un chemin quelconque, dans I'objet représenté par la Figure 2.9 (une partie
de plan discret). Aussi, pour (n,7) € {(26,6), (18,64), (6+, 18)} on définira une cellule
de n—déformation élémentaire comme étant un cube 2x2x2 .

Dans la suite de cette sous-section, (€, R) est un espace discret, les relations R et R sont

deux relations d’adjacences complémentaires et X est une partie de €.

Définition 2.9 (cellule de déformation élémentaire dans Z? et Z?%) Selon le
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TS e &

FI1G. 2.8: Quelques parties d'un cube 2x2x2 de 7.3.

tael v

(a) (b)

Fic. 2.9: Un carré 2x2 n’est pas une

cellule de déformation élémentaire suf-  FI1G. 2.10: Une partie d’un cube 2x2x2
fisamment grande pour (n,m) = (26,6)  pour (n,m) = (6,26).

ou (n,m) = (18,6+).

couple de relations d’adjacence complémentaires (n,m) on a:

~ Si & =72, une cellule de déformation élémentaire est un carré 2x2 de pizels.

- 8i & =177 et (n,n) = (6,26), une cellule de déformation élémentaire est un carré

2% 2 de vozxels.

- Si& =73 et (n,m) € {(26,6), (18,6), (6+, 18)}, une cellule de déformation élémentaire

est un cube 2x2x2 de vozxels.

La remarque suivante sera intéressante pour la suite.

Remarque 2.2 Quelque soit l’espace discret € considéré, deux spels R—adjacents sont

toujours inclus dans une méme cellule de R—déformation élémentaire associée a €.

Maintenant, on peut définir la relation de déformation élémentaire entre deux chemins

d’un espace discret et enfin la relation d’homotopie entre de tels chemins.

Définition 2.10 (R—déformation élémentaire) Soient et ' deur R—chemins
dans X . Les deux chemins 7 et ©' sont dit identiques & une R—déformation élémentaire

pres, et on note w ~g T, si T = Ty et T = 7.y 7w oty et ' sont deux R—chemins
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ayant les mémes extrémités et tous les deux inclus dans une méme cellule de R— déformation

élémentaire de E.

Définition 2.11 (R—homotopie de chemins discrets)  Deuz R—chemins w et 7’

5.

dans X sont R—homotopes a extrémités fixées dans X, et on note alors m ~g ', s’il

existe une suite wy,...,m de R—chemins dans X tels que m1 = m, © = m et pour
1=1,...,0—1 les chemins m; et w;y1 sont identiques a une R—déformation élémentaire
pres.

Définition 2.12 (chemin réductible) Un R—-chemin fermé m d’un spel x a x dans X

est dit R—réductible dans X si m ~g (z,z) dans X.

Remarque 2.3 Dans la suite, on ne précisera pas que la relation d’homotopie est “a
extrémités fixées” puisque la définition de la relation de R—déformation élémentaire im-

plique que la déformation s’effectue a extrémités fizées.

Deux exemples de n—déformations élémentaires sont illustrés par la Figure 2.11 pour

n = 4 dans Z? et par la Figure 2.12 pour n = 6+ dans Z3.

Fic. 2.11: Les deur 4—chemins noirs sont identiques a une 4—déformation élémentaire

pres.

A partir des définitions précédentes, nous pouvons donner la définition d’un objet discret
simplement connexe. Notons que nous avons utilisé la notion de connexité simple pour les
parties de cellules de déformation élémentaire afin d’obtenir la Définition 2.9. On pourrait
alors penser que la connexité simple dans la cas discret n’est alors pas bien définie.
Cependant, le fait qu’une partie de taille réduite d’un espace discret soit simplement

connexe est admissible de facon intuitive et ne requiert pas la définition d’autres outils
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Fic. 2.12: Les deux (6+)—chemins noirs sont identiques a une (6+)—déformation

élémentaire pres.

mathématiques que ceux qui ont été introduits ici. Cette propriété admise des cellules
de déformation élémentaire conduit de plus aux relations de déformations communément

utilisées, qui peuvent d’une certaine maniere étre qualifiées de conventionnelles.

Maintenant, nous donnons la définition d’un ensemble simplement connexre sans avoir
recours a la définition d’un analogue continu de I'objet en question. A ce stade, plusieurs
définitions peuvent étre données qui sont similaires a leurs analogues continus mais qui

s’énoncent simplement dans le cadre discret.

Définition 2.13 (ensemble simplement R—connexe) L’ensemble X est dit simple-
ment R—connexe si pour tout point de base v € X, tout R—chemin fermé m de x a x

dans X est R—réductible dans X.

Un exemple de partie de Z3 qui n’est pas simplement connexe est représenté dans la

Figure 2.13.

Le Lemme suivant sera utilisé dans la Section 2.3 .

Lemme 2.4 Soit m un R—chemin d’un spel yo a un spel y, dans un objet X. Alors, le

1

R—chemin m.n~" de yo a yo est R—homotope au chemin (yo,yo) dans X (i.e. m.m—! est

R—réductible dans X ).

Preuve : Soit 7 = (yo,...,,). Alors, pour k € {0,...,p} on note 3* le R—chemin
(Yo, Y1, - - -, Y&). On prouve dans un premier temps que pour tout j € {1,...,p} le chemin

fermé 37.(47)7! est R—homotope au chemin 3~1.(37~1)~!. En effet, pour un tel entier
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F1G. 2.13: Cet objet de Z3 n’est pas simplement 18— connexe puisque le 18— chemin (en

noir) n’est pas 18—réductible.

jona (.(89) = (y;1, y5,y5-1).(B771) 7L Alors, le deux spels y;_; et y; apparte-
nant a une méme cellule de déformation élémentaire (Remarque 2.2), on en déduit que le
chemin (7.(37)~! est R—homotope au chemin 371 (y;_1).(87" 1)~ = g7~L (87~ 1)~L. Fi-
nalement, par induction on obtient que m.71 = BP.(8P)7 ~g BPL(BPTH T o Ll g

BY(6°) 1 = (vo,40)- O

En utilisant le Lemme 2.4, on peut d’ores et déja montrer la Proposition 2.5 qui nous

sera utile par la suite.

Proposition 2.5 L’ensemble X est simplement R—connexe si et seulement si deux

R—chemins quelconques w et ™ ayant les mémes extrémités sont R—homotopes dans X .

Preuve : Tout d’abord, supposons que deux chemins 7 et 7’ ayant les mémes extrémités
solent toujours R—homotopes dans X. Alors, soit = un spel de X et ¢ = (zo,...,2,) un
R—chemin fermé de z a x dans X (i.e. zg = z, = x). Alors, il est immédiat que ¢ est
R—homotope au chemins (z,x), ou encore ¢ est reductible dans X. Finalement, X est
simplement R—connexe.

Maintenant, supposons que tout R—chemin fermé soit réductible dans X. Alors, soient
7 et my deux R—chemins d'un spel z & un spel y dans X. Alors, on a (y,y) ~g 7 .
dans X puisque 77 *.7y est un R—chemin fermé dans X. Puisque 7 est de facon évidente
R—homotope au chemin 7.(y,y) on obtient que m ~g 7.7 ' dans X. D’apres le

Lemme 2.4, on a 7.7, ' ~g (z,z) et finalement 7, ~g (z,2).7y ~g T dans X. O

Le lemme suivant nous sera lui aussi utile.
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Lemme 2.6 Soit m un R—chemin fermé R—réductible dans X et soit 7" un R—chemin

fermé tel que 7 et @' soient identiques a un changement de parameétre pres. Alors, @' est

R—réductible dans X.

Preuve : Si les deux R—chemins m = (yo,...,¥p) et @ = (y;,...,¥,) sont identiques a

un changement de parametre pres, alors I'une des deux situations suivantes est vérifiée :

Z) 7T/ = (ykoayko-l-la cee >yp)'(y0ay17 s 7yk0)
ZZ) 7T, = (ykmyko—lﬂ s 7y0)'(yp7yp—17 cee 7yk0>

Cas 1) : Soit v le chemin (o, ..., Yr, ). Alors, d’aprés le Lemme 2.4, le chemin 1.y qui

est un chemin fermé de yx, a yi, est réductible, donc 7’ est R—homotope au chemin

7_1'7'71-/ = ’7_1'7'(:%607 Yko+15 - - - 73/p)-<3/07 Yty - - - 7yko> ou 7-(%07 Yko+1s - - - 7yp> n’est autre

que le chemin 7. Alors, il est immédiat que v~ !.y.7" est R—homotope au chemin v~ 1. (yo, 1, . . .

7~y lui méme réductible selon le Lemme 2.4. Finalement, 7’ est réductible dans X.

Cas i) : Le chemin 7’ du cas ii) n’est autre que I'inverse du chemin 7’ du cas i). Alors,

. . 7 . . 71 9 .
on admet sans preuve que si un chemin c est réductible, alors son inverse ¢~ ’est aussi.
Ainsi, si le chemin 7" du cas i) est réductible, le chemin 7" du cas i) est aussi réductible.

|

2.3 Le groupe fondamental discret

Dans cette section, on introduit un outil important dans la cadre de la géométrie discrete
qui fournit un moyen formel et rigoureux pour caractériser la préservation de la topologie
dans des espaces discrets : le groupe fondamental qui a été introduit par T.Y Kong [Kon89].
L’un des buts de la Partie II est de fournir la preuve d’un nouveau théoreme qui montre
que le groupe fondamental est suffisant pour caractériser la sous homotopie au sein des
surfaces discretes (la notion de sous homotopie sera définie formellement dans le Cha-
pitre 3). D’autre part, il est aussi utilisé dans la caractérisation des points simples en
3D qui a été simplifiée dans la Partie III. On rappelle une fois de plus que le groupe

fondamental discret est en fait la notion centrale de ’étude présentée ici.

7?ch0) -
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2.3.1 Définition

La définition du groupe fondamental discret a été donnée pour la premiere fois par
T.Y. Kong dans [Kon89]. Cette définition est similaire & celle du groupe fondamental
de la topologie algébrique et repose sur la notion d’homotopie (voir [Spa66]).

Soit X une partie R—connexe de € et soit B € X un spel appelé point base (ou spel de
base). On note AZ(X) I'ensemble de tous les R—chemins fermés de B & B dans X. On
remarque tout d’abord que la relation de R—homotopie est une relation d’équivalence
dans AZ(X).

On note TI%(X, B) I'ensemble des classes d’équivalences de chemins de AZ(X) par la

relation de R—homotopie (i.e. IIT(X, B) = AZ(X), ~.).

Notation 2.1 Pour tout chemin fermé ¢ € AZ(X), on note ] R (x,p) 1a classe d’équivalence
de ¢ dans II7 (X, B). Quand aucune confusion n’est possible, on note une telle classe sim-
plement [c]. Remarquons que la premiere notation est differe légerement de celle utilisée
dans la Définition 1.4. De plus, afin d’améliorer la lisibilité, on pourra noter [1]1]712( x,p) au

lieu de [(B, B)lnr(x,5)-
Maintenant, on peut définir la correspondance suivante :

Définition 2.14 (correspondance C) On note C la correspondance entre les deuz en-
sembles IR (X, B) x (X, B) et IR(X, B) définie de la maniére suivante :
C ={ ([al, [b]). [a.b]) | a,b € AR(X) }

On utilisera le Lemme suivant afin de montrer que C' est un application (Proposition 2.8).

Lemme 2.7 (~3 est compatible avec “.”) Soient a, b, a’ et V' quatre chemins de

Uensemble AB(X), si a~r a' etb~g V', alors a.b ~r a'.b.

Preuve : Par définition méme de la relation de R—homotopie, si a >~z a’ alors a.b ~5
a'.b. En effet, si a = ag ~g a1 ~x ... ~g a; = a’ est une séquence de R—déformations
élémentaires dans X, alors la séquence suivante a.b = ag.b ~g a1.b ~g ... ~g a;.b =d’.b

en est une aussi. De la méme facon, a’.b ~¢ o’.0/. O

Proposition 2.8 C' est une application.
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Preuve : Soient (([a], [b]), [a.b]) € C et (([d'], [V]), [a'.b]) € C. Supposons que ([a], [b]) =
([a'],[V]), i.e. a ~g a' et b ~g U'. D’apres le Lemme 2.7, on en déduit que a.b ~x a'.l/,

ie. [a.b] =[a.b]. O

Définition 2.15 Selon la Proposition 2.8 l’application suivante est bien définie :
x - (X, B) x [I¥(X,B) — I}X,B)

([m], [ma]) > [m] * [ma] = [m1.mo]
Alors, x est une opération interne sur 11T (X, B).

Proposition 2.9 (II}(X, B), *) est un groupe.

Preuve : On note 74 le chemin trivial (B, B).

— L’opération x est associative; en effet, par définition des opérations “x” et “.”, on
a ([a] * [b]) * [c] = [a.b] * [c] = [(a.b).c] = [a.(b.c)] = [a] * [b.c] = [a] * ([b] * [c]).
— Pour toute classe d’homotopie [r] € II}(X, B) on a [r] * [mq] = [ma] * [7] = [7].

En effet, pour tout chemin 7 € AZ(X), les chemins 7.(B,B) et (B, B).7 sont
tous les deux R—homotopes a m (en fait w.(B,B) et 7 sont identiques & une

R —déformation élémentaire pres). Ainsi, m;y est I’élément neutre associé a la struc-

ture (IIT(X, B), *).

— Pour toute classe d’équivalence [r] de I (X, B), on pose [r]~! = [r71]. Alors,

L est

(7] % [7]' =[] % [v7!] = [r.77!]. D’apres le Lemme 2.4, le chemin 7.7~
R—homotope au chemin trivial (B, B). Ainsi, [r]* [r]~! = [m;4]. De la méme fagon,

(7]« [w] = [mid]-
O

La proposition suivante signifie que le groupe fondamental discret, a isomorphisme pres,

ne dépend pas du choix d'un point base dans une méme composante R—connexe de X.

Proposition 2.10 Soient B et B’ deux spels qui sont R—connectés dans X. Alors les
groupes IIR(X, B) et II}(X, B') sont isomorphes.

Preuve : Soit ¢ un R—chemin de B a B’ dans X et I 'application suivante:
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Tout d’abord, on montre que I est un morphisme de groupes. Soient m; et my deux

chemins dans AZ(X). On a I([m] * [m]) = I([m.m2)) = [cl.m.ma.c]. D’autre part,

I([m]) = [¢tom.q] et I([ma]) = [¢ .ma.c] done I([m1]) * I([ma]) = [¢™ . mi.c] * [ loma.c] =

[c™t.my.c.ctmy.c]. Mais, d’apres le Lemme 2.4, on sait que c.c™! ~% (B, B) et on obtient

que [c7tmy.c.cmtim.c] = [l mo.c]. Finalement, I([m] * [m2]) = I([m1]) * I([m2]).

Maintenant, soit 7’ € AB(X) (ie. [r] € I}(X, B')), alors le chemin 7 = c.7'.c™! de
B A& B dans X verifie I([r]) = [#']. En effet, I([c.n’.c7l]) = [cLen’.c7lc] et d’apres le
1

1 1 /-1

Lemme 2.4, on a ¢ '.e.n’.c™t.c ~p 7' de sorte que [¢ '.c.n’.c™t.¢] = [7']. Donc I est un

morphisme surjectif.

Supposons que m; et my soient deux chemins de AB(X) tels que I([m]) = I([ms]). Alors

1 1

les chemins ¢ 1.m.c et ¢ t.ms.c sont R—homotopes dans X. Maintenant, si ¢ 1.7 .c ~¢

—1 1

cL.my.calors c.ct.my.c ~g c.c7lmy.c (remarquons que ce deux derniers chemins sont des

1 1 1

chemins de B vers B’). De la méme fagon, on déduit que c.c™l.my.c.c™! ~g c.c™lmy.c.c™
(chemins de B a B). D’apres le Lemme 2.4, on obtient que m =~z m et donc que

[m1] = [m2]. Finalement, I est un morphisme injectif. O

2.3.2 Morphisme de groupes induit par application d’inclusion

La notion de morphisme de groupes induit par 'inclusion sera utilisée dans les parties
suivantes pour caractériser la préservation de la topologie quand un ensemble de spels
(Partie II) ou un spel seul (Partie IIT) est supprimé d’un objet.

Soient Y C X deux parties d'un espace discret (£,R) et B un spel de Y. On note
i : Y — X lapplication d’'inclusion de Y dans X (i.e. Vo € Y, i(x) = x). Alors, on
peut définir I'application i, de AB(Y) & AZ(X) de la fagon suivante:

i AB(Y) — AB(X)
(o, 21, .., 2q) +— (i(z0),i(z1),...,i(zq)) = (20, 21,...,24)
Cette application associe & un chemin de AZ(Y) le méme chemin en tant que chemin de

AB(X). Alors on peut définir de maniere canonique le morphisme de groupes suivant :

Définition 2.16 On définit 1., le morphisme de groupes induit par l'inclusion de Y dans
X par:
i, + HIX(Y,B) — HIFX,B)

[C]H?(Y,B) — [c] R (X,B)



48 Chapitre 2. Notions de base en géométrie discrete

Cette application est bien définie puisque deux R—chemins qui sont R—homotopes dans
Y le sont évidement aussi dans X de sorte qu'une classe d’homotopie [c]n?m ) est en-
voyée par cette application sur une unique classe d’homotopie de II¥(X, B). Enfin, cette
application est clairement un morphisme de groupes par définition méme de 'opération

 (Définition 2.15).



Chapitre 3

Préservation de la topologie

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de déformation préservant la topologie
d’un objet discret. Tandis que les Sections 2.2 et 2.3 étaient dédiées a la définition de
déformations continues pour les chemins dans un objet discret, une autre notion d’ho-
motopie peut étre définie pour les objets discrets eux-meémes. Tout d’abord, nous allons
rappeler une application importante de cette notion d’homotopie: les algorithmes de
squelettisation homotopiques. Ensuite, nous donnerons plusieurs définitions génériques

avant d’en donner leurs illustrations dans le cas de Z2.

3.1 Déformations préservant la topologie

Ici, nous présentons un premiere approche de la notion de préservation de la topologie
dans un espace discret en prenant des exemples dans le cas de 'espace Z? muni des
relations d’adjacence habituelles, sans toutefois définir formellement cette notion centrale.
Cependant, cette section nous permettra de motiver les quelques définitions qui seront
données dans la Section 3.2. Dans une section suivante, nous utiliserons ces définitions
pour formaliser les résultats principaux obtenus par différents auteurs en ce qui concerne

la préservation de la topologie dans Z?2.

Dans la chaine de traitement d’images, comme par exemple a des fins de reconnaissance
des formes, il est parfois nécessaire d’extraire des informations d’ordre topologique d’une
image. Cette extraction peut alors s’effectuer apres une premiere étape qui consiste en
l'utilisation d’un algorithme dit de squelettisation homotopique (aussi appelé algorithme

d’amincissement homotopique). Ici, homotopique signifie qu'un tel algorithme préserve
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les propriétés topologiques de I'image qui lui est donnée en entrée. Etant donné un objet
X dans un espace discret €, il produit un autre objet Y C X qui est topologiquement
équivalent a l'objet X mais de taille inférieure (au sens du nombre de spels qu’il contient).
Plus précisément, Y est de dimension inférieure & X comme illustré dans la Figure 3.1(b),
ou toutes les parties larges possédant au moins un trou sont réduites a un réseau de
courbes (voir les ciseaux de la Figure 3.1(a)), et toutes les parties dépourvues de trou
sont réduites a un pixel unique. En pratique, il est souvent utile d’utiliser des algorithmes
de squelettisation qui préservent certaines propriétés géométriques des objets comme
illustré par la Figure 3.1(c). Maintenant, la méthode la plus utilisée pour effectuer une
telle extraction consiste en la suppression séquentielle, et parfois parallele, de spels, en
prenant soin de ne pas modifier les propriétés topologiques de 'image. Dans ce cas, comme
dans celui des déformations plus générales qui seront décrites plus loin, on a besoin de
caractériser le fait que la suppression d'un spel modifie ou ne modifie pas les propriétés

topologiques d’une image.

B = I
P,

fo o

(a) Une image de départ. (b)  Résultat obtenu apres (¢)  Résultat obtenu apres
un amincissement complet de un amincissement partiel de
I'image de départ. I'image de départ.

Fi1c. 3.1: Illustration du résultat possible de l’application d’un algorithme de squelettisa-

tion dans Z2.

D’autre part, il est parfois utile de tester si un autre type de déformation continue peut
étre appliquée a une image donnée afin d’obtenir une autre image. Par exemple, on peut
se demander si 'image de la Figure 3.2(a) peut étre déformée de fagon continue en celle
de la Figure 3.2(b). Clairement, la définition d'une déformation continue dans un espace
discret ne doit pas autoriser une telle déformation. Dans ce cas, les notions qui vont suivre

sont aussi intéressantes.
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Fic. 3.2: Ces deux images peuvent elles étre déformées l'une en [’autre par une

déformation continue ?

En effet, un moyen classique de définir une déformation préservant la topologie d'un objet
discret est de la diviser en une séquence de déformations élémentaires qui consistent, pour
chacune d’entre elles, en la suppression ou ’ajout d’un unique spel de I'objet considéré.
La notion fondamentale de cette méthode est celle de spel simple. Un spel simple est ainsi
défini comme un spel dont la suppression laisse inchangées les propriétés topologiques de
I’'objet. Cependant, une telle définition n’est évidement pas acceptable. En effet, aucune
définition précise n’a été donnée jusqu’ici de ce que 'on entend par “propriété topolo-
gique” d’un objet discret. En fait, cette définition dépend de I'espace discret considéré.
Clairement, un objet de Z? est caractérisé de point de vue topologique par le nombre
de ses composantes connexes noires et blanches et par les relations d’inclusions entre ces
composantes (voir Figure 3.2). Cette définition des propriétés topologiques d’une image
binaire 2D amene a celle des pixels simples qui elle méme aboutit a une caractérisation
locale de ces points simples.

Dans la section suivante, nous introduirons entre autres les notions de simplicité, de
caractérisation locale, de sous-homotopie. Notons que toutes ces définitions sont valables
pour un espace discret quelconque pour peu que l'on ait défini une premiere propriété:

la simplicité.

3.2 Propriété de simplicité et homotopie

Puisque la définition d’un spel simple est tres dépendante de I'espace discret considéré,
et puisque beaucoup des définitions qui vont suivre reposent sur cette derniere notion,

nous introduisons tout d’abord la notion de propriété de simplicité de maniere générique.
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Notons que le terme de “simplicité” doit uniquement évoquer ici le fait que ce type de
propriété sera utilisé par la suite dans le cadre de la préservation de la topologie, méme
si le type de propriété ainsi défini est beaucoup plus général. Afin de donner un sens
pratique a toutes les définitions suivantes, et en tant qu’introduction aux questions qui
seront examinées dans les Parties II et III, nous illustrons ces notions pour le cas de Z2

dans la sous-section suivante.

Définition 3.1 (propriété de simplicité) Soit (£,R) un espace discret et soit P(E)
I’ensemble des parties de €. Une propriété de simplicité § dans € est une application de
P(&€) x € dans {0,1}. Si X est une partie de €, un spel x est dit S—simple pour X si
8(X,x)=1.

Utilisant cette définition d’un spel 8—simple, on peut définir les parties S—simples de X
comme des ensembles qui peuvent étre ordonnés de telle sorte qu’'un effacement séquentiel

de leurs spels selon cet ordre ne supprime que des spels S—simples.

Définition 3.2 (ensemble S—simple) Soient (E,R) un espace discret et 8 une pro-
priété de simplicité sur E. De plus, soit X C & et soit D = {xg,x1,...,2;} une partie de
X. L’ensemble D est appelé ensemble S—simple pour X s’il existe une permutation o de

0,...,1} telle que pour i =0,...,1 le spel x,¢;y est S—simple pour X \ {x,;) | J <7 }.
(i) ()

La définition d’un spel 8—simple nous permet de définir une notion fondamentale de la
géométrie discrete, plus spécialement dans le cadre des algorithmes de squelettisation : la

sous-homotopie.

Définition 3.3 (sous S—homotopie) Soient Y C X deux parties d’un espace discret
€ et soit & une propriété de simplicité sur €. L’ensemble Y est dit sous S—homotope a
X sil’ensemble Y \ X est un ensemble S—simple pour X. En d’autres termes, s’il existe
une séquence So C S; C ... C Sy de parties de € telle que Y = Sy, X = Sy et pour

1=0...k—1, l'ensemble S; est obtenu par suppression d’un spel S—simple de S;.1.

Si la définition de la sous-homotopie est clairement liée au processus d’amincissement
homotopique, il est cependant utile de définir une relation plus générale qui relie des
objets discrets qui sont équivalents a un certain type de déformation continue pres. En

effet, a des fins d’analyse d’images, on peut vouloir caractériser le fait que chacun des
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deux objets représentés dans la Figure 3.3 peut étre obtenu par déformation continue
de l'autre. Un moyen naturel de définir cette relation d’équivalence entre objets est une
fois encore d’utiliser la notion de spel simple. Ce type de déformation est aussi appelé

déformation simple dans [RKNO8]. Ici, nous utiliserons le terme d’homotopie symétrique.

F1G. 3.3: Deuz parties de 7Z* qui sont
équivalentes a une déformation “continue”

pres.

Définition 3.4 (S—homotopie symétrique) Soient X et Y deux parties d’un espace
discret € et & un propriété de simplicité dans €. L’ensemble X est dit symétriquement
S—homotope a Y s’il existe une séquence Sy, Si, ..., Sk de parties de € telle que X = Sy,
Y =S5, etpouri=0...k—1, U’ensemble S; est obtenu par suppression d’un spel S—simple

de S;11 ou bien l’ensemble S;1 est obtenu par suppression d’un spel S—simple de S;.

Maintenant, nous introduisons les notions de caractérisation locale et de propriété locale.
Une caractérisation locale peut étre définie comme une application de P(€) x € dans
{0,1}, dont la valeur est calculée pour tout x € £ en examinant un ensemble réduit de

spels.

Définition 3.5 (caractérisation locale, propriété locale) Soient (£,R) un espace
discret et X un objet dans €. Une caractérisation locale est une application C' de la
forme :

C: PE)x& — {0,1}

(X,z) — V(Ng(x)NX)
Ou V est une application de P(E) dans {0,1}. On dit qu’un spel x € & satisfait la ca-

ractérisation locale C' dans X si C(X,z) = 1. Une propriété sur les spels d’une partie
d’un espace discret est dite locale s’il existe une caractérisation locale C' telle qu’un spel

x posséde cette propriété relativement a X si et seulement si C'(X,x) = 1.
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3.3 Préservation de la topologie dans Z*

Dans cette section, X est un objet de I'espace discret (Z?,n) pour (n,n) € {(4,8), (8,4)}.
Dans ce cadre, il est communément admis que la suppression d’un pixel de X modifie
la topologie de X si elle change le nombre de composantes n—connexes de X ou bien le
nombre de composantes i—connexes de X . Ceci est résumé par I’énoncé de la propriété

de simplicité §,, suivante:

Définition 3.6 Un pizel x € X est dit S,,—simple pour X si et seulement si les deux

propriétés suivantes sont satisfaites :

i) X et X\ {z} ont le méme nombre de composantes n—connezes.

i) X et X U{z} ont le méme nombre de composantes i—connexes.

Afin d’éviter des notations trop lourdes, et puisqu’aucune confusion n’est possible, nous
abrégerons par la suite le terme §,—simple en n—simple.

On peut illustrer sur un exemple le fait que la suppression ou I'ajout de pixels n—simples
ne peut pas changer les propriétés topologiques d’'une image discrete a deux dimensions.
En effet, comme mentionné précédemment, une telle image est caractérisée par le nombre
de ses composantes blanches et noires, mais aussi par leur relations d’inclusions. Dans
la Figure 3.4, nous avons représenté pour un objet X l'’ensemble des pixels (en gris)
qui vérifient les propriétés de la Définition 3.6. Cela signifie qu'on peut effacer n’im-
porte lequel de ces pixels gris tout en préservant les propriétés topologiques de I'image.
Réciproquement, la suppression d’'un pixel noir quelconque aboutit quand a elle a la mo-
dification des propriétés topologiques de I'image (selon le couple de relations d’adjacence
(n,m) considéré).

Une propriété tres utile des pixels 8,,—simples est qu’il peuvent étre caractérisés locale-

ment. En effet, le théoréme suivant peut étre trouvé dans [Ros70] :

Théoréme 5 (caractérisation locale des pixels simples) Le pizel x € X est

n—simple pour X si et seulement si:

i) Np(x) N X est non vide et n—connexe.

ii) Nu(x) N X est non vide et n— conneze.
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F1G. 3.4: lllustration de la propriété de simplicité 8,, pour n € {4, 8}, seuls les pizels gris

sont n—simples pour X.

I1 est clair que ce théoreme fournit une caractérisation locale de la propriété de simplicité
8, au sens de la Définition 3.5 puisque les voisinages N, (z) et Nz(x) sont tous les deux
des parties de Ng(x). Dans la Figure 3.5, nous avons représentés quelques exemples de
8—voisinages et donné leurs propriétés de simplicité correspondantes d’apres cette ca-
ractérisation locale. Par exemple, le pixel noir x de la Figure 3.5(f) n’est pas 8—simple
puisque Ny(z) N X = (). A ce stade, on remarque que le probleme de la préservation
de la topologie d'une image dans Z? se réduit a des considérations de connexité dans le
voisinage d'un pixel. Dans les parties suivantes, on verra que la méme remarque peut étre
faite pour d’autres types d’espaces discrets.

La définition des pixels n—simples dans Z? permet de définir les ensembles n—simples, la
sous n—homotopie et la n—homotopie symétrique suivant les Définitions 3.2, 3.3 et 3.4.
Ensuite, un résultat important est la possibilité de caractériser le fait qu’une partie Y de
X soit sous n—homotope a X. En effet, la proposition suivante, appartenant au folklore,
permet d’obtenir un algorithme efficace pour vérifier si un objet Y est sous n—homotope

a un autre objet X dans lequel il est inclus.

Proposition 3.1 (caractérisation de la sous-homotopie dans Z?) Soient Y et X
deuz parties de 72 telles que Y C X. L’ensemble Y est sous n—homotope a X si et

seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) Chaque composante n—conneze de X contient ezactement une unique composante

n—connexe de Y .
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non 4—simple

8—simple

(a)

non 4—simple

non 8—simple
(d)
z:l

4—simple

8—simple

(b)

non 4—simple

non 8—simple
(e)
X:Bn

4—simple

non 8—simple

()

4—simple

non 8—simple
(f)
X: O

F1G. 3.5: Pizels simples et non simples (pizel central x).
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it) Chaque composante i—conneze de Y contient exzactement une unique composante

n—connezxe de X.

Maintenant, une question similaire peut étre posée pour 'homotopie symétrique. Ainsi,
un récent travail de A. Rosenfeld et al. dans [RKN98| donne une caractérisation de I’ho-
motopie symétrique qui utilise la notion d’arbre d’adjacence associé a une image. En
d’autres termes, les auteurs de cet article fournissent un moyen de vérifier que les deux
objets représentés dans la Figure 3.6(a) sont symétriquement n—homotopes, mais aussi
d’affirmer que les deux objets de la Figure 3.6(b) ne le sont pas. Une utilisation similaire
des arbres d’adjacence pour caractériser 'homotopie symétrique peut aussi étre trouvée

dans Bykov et Zerlakov [BZ96].
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(a) Deux objets symétriquement n—homotopes. (b) Deux objets qui ne sont pas

symétriquement n—homotopes.
F1G. 3.6: Homotopie symétrique dans Z* (n € {4,8})

Tout d’abord, nous devons rappeler les définitions suivantes qui ont été légerement

adaptées de [RKNO§]:

Définition 3.7 (relation “entoure” , [RKN98]) Soient U, V et W trois parties de
72 disjointes deuz a deux. On dit que V n—sépare U de W si tout n—chemin d’un pizel de
U a un pixel de W contient au moins un pizel de V. Maintenant, soit B une composante
n—conneze noire d'une image I dans Z* et soit W une composante n—connexe blanche
de Z. On dit que B entoure W si B n—sépare W de tous les pizels de B sauf un nombre
fini d’entre euz. Respectivement, on dit que W entoure B si W ni—sépare B de tous les

pizels de B sauf un nombre fini d’entre euz.
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Définition 3.8 (arbre d’adjacence [RKIN98|) Soit X un objet dans une image discréte
T de Z2. Alors, le graphe, dont les sommets sont les composantes blanches et noires de
I et dont les arétes suivent la fermeture symétrique de la relation “entoure” sur ces

composantes connezes, est un arbre appelé arbre d’adjacence de Z que ['on note A(Z).

Les feuilles d'un tel arbre sont les composantes connexes qui n’entourent aucune autre
composante blanche ou noire, comme par exemple une composante connexe noire dépourvue
de trou. Dans la Figure 3.7(b) nous avons représenté I’arbre d’adjacence associé a I'image
de la Figure 3.7(a). La racine de cet arbre est la composante connexe blanche non bornée
qui entoure toute autre composante connexe, blanche ou noire. Dans la Figure 3.7(c), on
donne la forme canonique de 'arbre d’adjacence dans lequel les composantes connexes

sont représentées par des sommets de la couleur correspondante.

Dans [RKNO98], Rosenfeld et al. ont démontré le théoreme suivant qui fournit un algo-
rithme permettant de décider si deux objets 2D sont symétriquement homotopes ou non.

En effet, ce théoreme réduit le probleme précédent a celui de 'isomorphisme de graphes.

Proposition 3.2 ([RKN98]) Soient T et I’ deux images discrétes dans Z* dont les
graphes d’adjacences associés sont respectivement A(Z) et A(Z'). Soit X [resp. X'] l’en-
semble des pizels noirs de I [resp. I']. Alors, les ensembles X et X' sont symétriquement

n—homotopes si et seulement si A(Z) et A(Z") sont isomorphes.

Notons que le résultat le plus difficile qui a du étre prouvé pour démontrer cette Pro-
position est le fait que deux images qui ont des arbres d’adjacences associés isomorphes
peuvent étre obtenus I'un a partir de I'autre par une séquence d’ajouts et de suppressions
de pixels simples.

Afin d’éviter une possible confusion entre le probleme de la caractérisation de la sous-
homotopie et celui de I’homotopie symétrique, nous donnons ’exemple représenté dans la
Figure 3.8. En effet, 'objet de la Figure 3.8(b) n’est clairement pas sous n—homotope a
'objet de la Figure 3.8(a) (au moins) parce que le pixel marqué dans la Figure 3.8(a) n’est
pas n—simple pour n = 4 ou n = 8, et cela reste vrai apres une séquence quelconque d’ef-
facements de pixels n—simples de cet objet. Cette image peut étre trouvée dans [Mey92]
comme un exemple de deux images qui ne sont pas “topologiquement équivalentes”. Tou-
tefois, les mots “topologiquement équivalentes” sont employés dans cet article dans le
contexte de la squelettisation homotopique. Dans ce cadre, I’équivalence topologique est

souvent utilisée pour exprimer ce que nous appelons ici la sous-homotopie.
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(b) L’arbre associé dont les sommets sont les (¢) Une représentation
composantes connexes noires et blanches de plus canonique de ’arbre
I'image. La racine en est la composante extérieur d’adjacence.

blanche (non bornée).

FiG. 3.7: Arbre d’adjacence associé a une image 2D.
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Par contre, les deux objets de la Figure 3.8 sont bien symétriquement homotopes, a notre
sens, comme illustré par la Figure 3.9. Dans cette figure, I’ensemble des pixels gris est
un ensemble simple pour chacune des images intermédiaires (voir Définition 3.2), et on
montre ainsi comment chaque image peut étre obtenue a partir de celle qui la précede
par une séquence d’ajouts ou de suppressions de pixels simples. Cette exemple simple
montre que le lecteur doit se méfier d’une possible confusion entre homotopie symétrique

(i.e. équivalence homotopique) et sous-homotopie.
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Fi1Gc. 3.8: L'objet de droite n’est pas sous ‘ .
Fi1G. 3.9: Un suite d’ajouts et d’effacements

n—homotope a l'objet de gauche pour n €
P 7 g P d’ensembles n—simples (pour n € {4,8}).
{4,8}.



Conclusion a la Partie 1

Dans cette partie, nous avons défini la notion d’image discrete et fourni un formalisme
qui permet de discuter des propriétés topologiques dans les espaces discrets. Plusieurs
exemples ont été donnés dans le cas de I'espace Z?; toutefois, pratiquement toutes les
notions introduites l'ont été dans le cadre d’un espace discret quelconque associé a une

certaine relation d’adjacence.

Dans les deux parties suivantes, nous nous intéresserons a d’autres types d’espaces dis-
crets. Le premier de ces espaces est celui des surfaces d’objets de Z3 et le second qui
sera considéré est Z* lui méme. Dans les deux cas, notre étude est motivée par 1'utili-
sation du groupe fondamental discret pour caractériser la préservation de la topologie
dans ces espaces. Plus précisément, notre motivation est de montrer que le groupe fonda-
mental discret est un outil puissant dans ce contexte. A chaque fois, ce but a été atteint
en définissant préalablement de nouveaux outils tels que le nombre d’intersection et le

nombre d’entrelacement.






Deuxieme partie

Préservation de la topologie dans les

surfaces discretes






Introduction a la Partie 11

Dans le cas 2D, les algorithmes de squelettisation homotopiques ont fait leurs preuves
en tant qu’outils de base, essentiels pour la reconnaissance des formes et la classification
d’objets représentés dans une grille plane. Aussi, la préservation de la topologie dans le
cas 3D est une question importante si on veut développer des outils utiles et efficaces
pour 'analyse d’images 3D. De nombreux auteurs ont déja travaillé sur ces algorithmes
de squelettisation homotopique, et on peut retenir de ces travaux une définition simple

de la sous homotopie entre deux objets de Z* (voir [Kon89], [Ber94] ou [Kon95]).

Maintenant, une question ouverte persiste concernant l’existence d’un algorithme effi-
cace, ou du moins raisonnablement utilisable, permettant de décider si un objet 3D Y
est sous homotope a un autre objet X dans lequel il est inclus. Alors qu’une condi-
tion nécessaire et suffisante portant sur les composantes connexes et les trous de 1'objet
existe dans Z? (Proposition 3.1, Partie I), le cas 3D est loin d’étre aussi trivial. Aujour-
d’hui, une condition nécessaire P(X,Y’) peut étre donnée en termes de propriétés des
morphismes entre groupes fondamentaux ([Kon89]) induits par les inclusions entre les
composantes connexes de X, Y, X et Y (voir Section 2.3.2). Cependant, on peut trouver
des exemples qui montrent que cette condition n’est pas suffisante (voir la conclusion
générale). Néanmoins, dans le cadre intermédiaire que constituent les surfaces discretes
qui vont étre étudiées dans cette partie, nous montrons ici que le groupe fondamental
est suffisant pour caractériser la sous-homotopie. En effet, un autre type d’objet discret
est largement utilisé pour la visualisation et 'analyse d’images 3D : les surfaces discrétes
aussi appelées surfaces surfels afin d’éviter la confusion avec les surfaces définies comme
ensembles de voxels. Les surfaces surfels constituent la partie “visible” d’un objet 3D
quand ce dernier est identifié & un ensemble de cubes unitaires (les voxels). Ces sur-
faces sont composées de carrés unitaires a deux dimensions, les faces des voxels, aussi

appelés des surfels (comme abréviation de 'anglais surface elements). La détermination
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de la surface, ou bordure, d'un objet de Z* est une premiere étape a la visualisation
en 3D de l'objet considéré, mais fournit aussi une donnée intéressante, notamment en
raison de sa taille réduite, sur laquelle des algorithmes efficaces de traitement et d’ana-
lyse peuvent étre utilisés. Par exemple, ce type de surface a été utilisé dans [MLO0O] par
R. Malgouyres et A. Lenoir pour extraire des informations anatomiques d’images acquises
par Résonance Magnétique Nucléaire (RMN). En effet, les premiers travaux portant sur
de telles surfaces discretes étaient motivés par leurs applications en imagerie médicale
(voir [HKL*81, HW83, Her92]). Ainsi, un probléeme qui a inspiré l'article de R. Mal-
gouyres et A. Lenoir était la mise au point d’'une méthode d’extraction du fond des
sillons corticaux de I'image d'un cerveau humain. Afin d’essayer de réaliser cette extrac-
tion, ils ont du appliquer un algorithme de squelettisation a une image binaire dessinée
a la surface de I'objet correspondant a ’encéphale, cette image binaire ayant été obte-
nue par seuillage de I'image de la courbure moyenne calculée en chaque surfel d’apres la
méthode décrite dans [Len97].

En effet, I’ensemble des surfels de courbure négative peut étre vu comme une application
de l'ensemble des surfels de la surface vers l’ensemble {0,1}; c’est a dire comme un
objet dans un certain espace discret que constitue cette surface. Plus généralement, toute
propriété qui peut étre testée pour chaque surfel peut fournir un objet dans cet espace.
Ainsi, un algorithme de squelettisation pour ce type d’objet devra utiliser la notion de
surfel simple comme définie de maniere intuitive dans la partie précédente. Ceci montre
le besoin d'un cadre théorique pour I'étude de la préservation de la topologie pour les

parties d'une surface discrete.

Dans ce but, il est possible de définir des relations d’adjacence convenables de telle sorte
qu’une surface discrete constitue un espace discret a part entiere pour lequel toutes les
notions génériques qui ont été introduites dans la partie précédente sont bien définies.
Notamment, on peut définir dans ce cadre la connexité, I’lhomotopie entre chemins, les
surfels simples et ’homotopie entre parties d’'une surface. Dans [MLO00], les auteurs ont
montré qu'un critere similaire a la condition P(X,Y’) mentionnée précédemment, faisant
appel au groupe fondamental discret et considérant les intersections entre cavités, est
une condition nécessaire et suffisante permettant de caractériser la sous homotopie entre
parties d'une surface discrete. On appelle ici cavité d'un ensemble de surfel X une com-

posante connexe du complémentaire de X dans la surface considérée (Définition 1.18).
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Depuis ce dernier article, il était pressenti que la condition portant sur les intersections de
trous était elle méme une conséquence de la condition sur les groupes fondamentaux, sauf
dans un cas trivial et bien particulier. Le but de cette partie est d’établir et de montrer
ce résultat et de donner ainsi un nouveau théoreme concernant la sous homotopie entre
parties d’une surface. (Théoreme 13 du Chapitre 9). Ce théoreme constitue une nouvelle
caractérisation qui montre que le groupe fondamental permet de caractériser de fagon

complete la sous homotopie dans ce cadre.

Toutefois, le manque d’outils théoriques adaptés au cadre discret et permettant 1’étude
des classes d’homotopie de chemins (i.e les éléments du groupe fondamental discret)
nous amene a définir et a utiliser un nouvel outil: le nombre d’intersection qui a été
introduit par 'auteur et R. Malgouyres dans [FM99b]. On montre que ce nombre, qui
compte le nombre d’intersections orientées entre deux types de chemins, est invariant par
déformation homotopique des chemins considérés. Ainsi, il peut étre utilisé pour montrer
que deux chemins ne sont pas homotopes. En particulier, il peut étre par exemple utilisé
pour montrer qu'un chemin donné n’est pas réductible. Cette derniere propriété peut étre
vue comme une généralisation de certaines notions introduites dans[RN97] ot Rosenfeld et
Nakamura ont étudié les propriétés des courbes fermées simples dans Z2, en considérant
par exemple des courbes entourant des trous. Par contre, dans notre cas, nous nous
intéressons a des chemins discrets plus généraux dans une surface et qui peuvent ainsi
entourer des cavités (~ trous 2D) mais aussi et surtout des tunnels, particularité que
I'on ne rencontre pas en dimension 2. Cette notion de tunnel sera introduite dans le
Chapitre 5.

Dans le Chapitre 4, nous donnons la définition d’une surface discréete et introduisons les
définitions de base qui nous permettent de discuter des propriétés topologiques de ce type
d’espace discret. Alors, dans le Chapitre 6, nous introduisons le nombre d’intersection puis
nous posons et démontrons ses propriétés principales. Ensuite, deux applications de ce
nouvel outil sont données dans les Chapitres 7 et 8, respectivement un nouveau théoreme
de Jordan dans ce type d’espace et une nouvelle propriété de I'index 2D introduit dans la
Section 2.1.2. Finalement, nous terminerons avec le résultat essentiel de cette partie au
Chapitre 9: la preuve d’un nouveau théoreme portant sur la caractérisation de la sous

homotopie au sein d'une surface discrete.






Chapitre 4

Surfaces discretes

4.1 Surfaces de voxels et surfaces de surfels

Dans la sous-section 2.1.2, nous avons mentionné les MA—surfaces qui ont été définies
pas R. Malgouyres dans [Mal94]. En fait, ces surfaces font partie d’une catégorie d’ob-
jets fins et séparants de Z3 qui ont été définis comme étant des surfaces discretes par
plusieurs auteurs. Brievement, 1'idée de ces définitions est de donner des caractérisations
locales qui garantissent qu’'un objet, dont tous les voxels vérifient ces caractérisations,
possede cette propriété de finesse mais surtout sépare son complémentaire en deux com-
posantes connexes (voir Définition 3.7 et Théoreme 4 pour 'analogue 2D de cette notion
de séparation). La propriété de finesse s’énonce simplement de la maniére suivante : chaque
voxel de l'objet est adjacent a chacune des composantes connexes du fond. De tels objets
sont appelés aussi ensembles fortement séparants. Maintenant, R. Malgouyres a montré
dans [Mal96] qu’on ne peut donner de caractérisation locale qui corresponde a la classe
entiere des objets fortement séparants. Aussi, il est impossible de trouver un analogue
dans Z? & la caractérisation locale des courbes fermées simples donnée par A. Rosen-
feld dans [Ros75], courbes qui sont les analogues en dimension 2 de la classe des objets

fortement séparants de Z* (voir la sous-section 2.1.3).

Toutefois, plusieurs définitions ont été introduites pour des classes d’objets plus restreintes
que celle des objets fortement séparants, et qui, elles, admettent des caractérisations
locales. Ainsi, D.G. Morgenthaler et A. Rosenfeld on tout d’abord introduit la notion
de n—surface fermée simple pour n € {6,26} dans [MR81]. Plus tard, dans [Mal97al,

R. Malgouyres a introduit la définition des M. A—surfaces, et finalement, des travaux
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plus récents avec G. Bertrand ont abouti a la définition des surfaces fortes, dont il est

prouvé qu’elles sont les moins restrictives (voir [MB97, MB99]).

Maintenant, nous nous intéressons dans cette partie a une définition de surface qui est
intrinsequement différente de celle évoquée précédemment. En effet, dans cette partie,
nous ne considérons plus les surfaces comme des parties de Z3 mais comme des sous-
ensembles particuliers de la relation Rg vue comme une partie de Z3 x Z3. En effet, nous
montrerons dans la suite que certaines de ces parties peuvent étre considérées comme un

espace discret a part entiere avec des relations d’adjacence bien définies.

4.2 Surfaces discretes, surfels

Les surfaces discretes considérées dans cette partie sont faites de faces carrées unitaires,
appelées surfels, qui sont les éléments de base de la partie visible d’'un objet de Z* quand

il est représenté comme un ensemble de voxels.

Définition 4.1 (surfel) Soit B C Z3, alors on appelle surfel de B un couple (a,b) tel
que a € B, b € B et a est 6—adjacent a b.

Un surfel est en fait la face partagée par deux voxels 6—adjacents, le premier appartenant
a l'objet, le second au complémentaire de cet objet (voir Figure 4.1). Un telle face est
orientée suivant la normale sortante issue de son centre. Cette définition d'un surfel est
proche de la définition classique qui peut étre trouvée dans [Udu94] mais restreinte au cas
3D. En fait, on appelle une facette de vozel la face partagée par deux voxels 6—adjacents,
mais un surfel est la face commune a deux voxels 6—adjacents dont le premier est dans
I’'objet et le second fait partie du fond. Ainsi, un voxel peut étre associé au maximum a 6
surfels (voir Figure 4.2) selon la valeur de ses 6—voisins, et chaque surfel possede quatre

arétes et quatre sommets comme illustré par la Figure 4.3.

Maintenant, on introduit la notion de bord entre une composante connexe noire et une
composante connexe blanche d’un image de Z3, en utilisant une notation similaire a celle

trouvée dans [UA90].

Définition 4.2 (bord) Soit (n,n) € {(6+,18),(18,6+)}. Soit O une partie n—conneze

de Z3 et V une de ses composantes connexes de fond. On définit le (n,m)—bord entre O
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@ g

(a,b) b

Fic. 4.1: Un surfel (a,b), la face par-  FI1G. 4.2: Un vozel peut étre associé a au

tagée par un vozel noir et un vozel blanc.  plus 6 surfels.

n/ann

voxel surfel aréte  sommet

Fi1c. 4.3: Quelques termes.

et V, noté 5,(0,V) :
0,(0,V) ={(a,b) | a€ O, b€V eta est 6—adjacent a b}

Dans la suite de cette partie, O et V sont deux parties de Z3 qui vérifient les conditions
de la Définition 4.2 et ¥ = 0,,(O, V) est le (n,7)—bord entre O et V pour n € {6+, 18} ;

Y. sera appelé une surface discrete.

La surface discrete Y possede la propriété de Jordan au sens de la définition donnée dans
de V, il existe un indice j € {0,...,p—1} tel que y; € O et y;41 € V, en d’autres termes,
le chemin 7 “traverse” ..

On remarque que cette définition est tres proche de celle d’'un complexe cellulaire. Tou-
tefois, une propriété importante des surfaces discretes est que les surfels qui la constitue,
sont contraints par des considérations géométriques fortes dans Z3. Aussi, le lecteur doit
garder a l'esprit qu’un surfel n’est autre qu'un couple de I'une des formes suivantes pour

un certain triplet (z,y, z) de Z3:

((z,y,2), (x £ Ly, 2)), (9, 2), (z,y £1,2)), ((z,y,2), (7,9, 2 £ 1)).
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4.3 Relations d’adjacence entre surfels

Dans cette section, nous définissons deux relations d’adjacence entre surfels qui per-
mettent I'application au surfaces discretes de toutes les notions génériques portant sur

les espaces discrets qui ont été introduites dans la Partie I

4.3.1 Relation de e—adjacence

Un surfel dans une surface discrete partage une aréte donnée avec au plus trois autres sur-
fels comme illustré dans la Figure 4.4 (cette propriété est généralisée au surfaces discretes
de Z" dans la Proposition 3.5 de [Udu94]). Ceci amene la définition de la relation d’ad-

jacence R qge

Définition 4.3 (Re4y.) On définit la relation d’adjacence R.qe dans X de la maniére

suvante :

a,b) e, (d,bV)eX
Resge = { ((a,8), (@) | P € (@) €

a,b,a’ etV appartiennent a un carré 2x2 de 73
Intuitivement, deux surfels sont dits Reqqe—adjacents s’ils partagent une aréte.

F1G. 4.4: Le surfel (a,b) peut partager une de ses arétes avec au plus trois autres surfels.

Ainsi, le surfel (a,b) de la Figure 4.4 partage laréte marquée d’une fleche soit avec
le surfel (b',b) (cas i), soit avec le surfel (a’,V’) (cas ii), soit avec le surfel (a,a’) (cas
i11), ou bien simultanément avec les surfels (', b), (0/,a’) et (a,a’) dans le cas iv. Cette
relation est bien une relation d’adjacence dans l'espace discret . Cependant, comme
rappelé dans 'introduction de cette partie, nous sommes intéressés par une caractérisation
de la préservation de la topologie pour les parties d'une surface discrete. Mais il est
apparu qu’aucune propriété topologique cohérente ne peut étre étudiée pour ’espace des
surfaces discretes muni de cette relation R.q44.. En effet, les relations d’adjacence utilisées

pour les espaces discrets Z? et Z* ont la bonne propriété d’étre en relation tres étroite
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avec la localisation spatiale des spels. Par contre, la relation Rq fournit des graphes
d’adjacences inutilisables. De plus, les notions d’adjacence et de connexité dans I’ensemble
des surfels associés & une image de Z? ont été introduites en premier lieu dans le but de
mettre au point des algorithmes efficaces de suivi de surface (boundary tracking), dont le
role est de construire rapidement I'objet qui compose la partie visible d’un objet de Z3,
i.e. sa surface, stockée dans une structure de donnée adaptée. Dans ce but, la relation
R cage Présente aussi un inconvénient majeur. En effet, le fait quun trop grand nombre de
chemins différents dans le graphe d’adjacence passent par un surfel donné, empéche la mise
au point d’'un algorithme efficace basé sur des calculs locaux, et qui permette de retrouver
la surface complete d’un objet. Toutefois, on peut définir une relation d’adjacence R, entre
surfels, dépendante de la relation de n—adjacence considérée pour 1'objet (n € {6+, 18}),
de telle sorte qu'un surfel possede exactement quatre R.—voisins, soit exactement un par
arcte. La définition de ce graphe régulier classique sur X peut étre trouvé par exemple

dans [RKW91] est peut s’énoncer de la maniere suivante:

Définition 4.4 (R.) Soient (a,b) et (a',') deuz surfels de 3. Les surfels (a,b) et (a’, V')
sont dit R.—adjacents si ((a,b), (a',0')) € Reage €t:

- Si (n,m) = (6+, 18) alors a et a’ sont 6—connectés par un 6—chemin de longueur | < 3
dans O.

- Si (n,m) = (18,6+) alors b et V' sont 6—connectés par un 6—chemin de longueur | < 3

dans V.

Une paire {(a,b), (a’,V')} de surfels R.—adjacents de ¥ est appelé un edgel.

Les deux conditions de la définition précédente permettent de déterminer, parmi les surfels
qui partagent I'aréte marquée d’une fleche avec le surfel noir la Figure 4.4(iv), celui qui

est Re—adjacent a ce surfel.

Notation 4.1 Dans la suite, afin d’alléger les notations, nous abrégeons la relation d’ad-
jacence “R,” par simplement “e”. Ainsi, on remplacera par exemple R.—adjacence par

e—adjacence.

Il est important de voir que la définition de la relation de e—adjacence est cohérente
avec les propriétés topologiques de 'objet enveloppé par la surface. En effet, d’apres le

théoreme suivant, qui est en fait une justification des algorithmes de suivi de surfaces, a
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été démontré par E. Artzy dans [AFHS81] et en utilisant des considérations topologiques

par G.T. Herman dans [HW83]. Ce théoréme sera utile par la suite.
Théoreme 6 X est e—conneze.

Maintenant, une autre approche de la propriété de e—connexité de X peut étre donnée.
En effet, nous avons défini ¥ comme I’ensemble des spels entre un ensemble n—connexe de
voxels et I'une de ses composantes (m—connexes) de fond. Alors, un résultat important est
que la surface ¥ est e—connexe (Théoreme 6). Mais la réciproque est aussi vraie. Soient
B C 73 et S l'ensemble des surfels de B. Alors, une composante e—connexe de surfels de
S coincide avec un (n,n)—bord 6, (I, E'), ou I est une composante n—connexe de B et F
est une composante fi—connexe de B. Ainsi, les objets des Figures 4.5(a) et 4.5(b) ne sont
ni 'un ni 'autre (64)—connexes de telle sorte que I’ensemble des surfels associés n’est pas
e—connexe, par définition de la e—connexité dans le cas (n,n) = (64, 18). Maintenant,
I’objet représenté dans la Figure 4.6 est 18—connexe et ’ensemble de ses surfels est alors

e—connexe pour (n,7) = (18,6+).

@@ &
9

(a) (b)

F1G. 4.6: Un objet de Z3 et

F1G. 4.5:  Deux objets de Z3 et les graphes le graphe de e—adjacence
de e—adjacence associés a l’ensemble de leur associé a l’ensemble de ses
surfels pour n = 6+. surfels pour n = 18.

De plus, ces objets sont composés de deux composantes 6—connexes dépourvues de ca-
vités. Plus généralement, il est évident que pour tout objet B dans Z3 et tout couple
(n,m) € {(6+,18),(18,6+)}, le nombre de composantes e—connexes de 1’ensemble des
surfels de B (i.e le nombre de (n,)—bords) est égal au nombre de composantes n—connexes
de B plus le nombre de composantes —connexes de B moins un. Par exemple, la sphere
(creuse) de la Figure 4.7(a) possede deux (18, 6+)—bords alors que I'objet représenté dans

la Figure 4.8 en possede trois.
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(a) Vue du bord externe. (b) Une vue en coupe de la sphere.

F1G. 4.7: Un sphére discréte dans 72 pour n = 18.

(a) Vue du bord externe. (b) Vue en coupe de 'objet.

FI1G. 4.8: Un objet de Z* avec deux composantes connexes et une cavité pour n = 18.
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Maintenant, suivant la la Définition 4.4, les notions de e—chemins et de e—connexité dans
les surfaces discretes sont bien définies d’apres les définitions génériques qui en ont été

données dans la Section 1.1.

4.3.2 Relation de v—adjacence

Maintenant, une partie (un objet) d’une surface discrete peut étre considérée comme une
image binaire dessinée sur le bord d'un objet de Z3 telle que représentée dans la Figure 4.9.
Alors, dans une étude des propriétés topologiques d’une telle image, on s’attend a ce que
des propriétés de base soient toujours satisfaites, comme par exemple une propriété de
Jordan qui a été décrite pour les espaces Z? et Z3 dans le Chapitre 2. Ainsi, soit C
I’ensemble des surfels noirs de la Figure 4.9. Cet ensemble C' est une e—courbe fermée
simple suivant la Définition 1.13 et on peut raisonnablement attendre d’un telle courbe,
dans ce cas particulier!, qu’elle sépare son fond (I’ensemble des surfels blancs) en deux
composantes distinctes. Toutefois, comme cela se produit dans Z?, cette propriété est
évidemment fausse si la relation de e—adjacence est utilisée pour le fond de I'image. En
effet, les trois surfels marqués d’'une croix appartiennent a trois composantes e—connexes

distinctes du fond de C, qui possede alors quatre composantes e—connexes.
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F1G. 4.10: La partie supérieure
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Fi1c. 4.9: En noir, une e—courbe fermée simple de
surfels C', dont le fond posséde quatre composantes

E—CONNETES.

Une fois encore, cet exemple montre la nécessité d’introduire une autre relation d’adja-

1. Le but du Chapitre 7 est principalement de préciser en quoi ce cas est particulier



Chapitre 4. Surfaces discretes 7

cence entre surfels qui relie deux surfels qui partagent un sommet, en d’autres termes,
une relation analogue & la relation de 8—adjacence dans Z2. En effet, la relation de
e—adjacence dans une surface discrete plane coincide avec la relation de 4—adjacence
dans Z? comme illustré par la Figure 4.10. Toutefois, la définition suivante ne sera pas

satisfaisante.

Définition 4.5 (Ryeriez) On définit la relation d’adjacence Ryerer C XXX de la maniére

suvante :

a,b E’ a/’b’ N
Roertes = $ ((a,b), (¢, V")) (a,0) €3, (d,V') €

a,b,a’ etV appartiennent a un méme cube 2x2x2 de 73
En d’autre termes, les surfels (a,b) et (a',0') sont Ryertex— adjacents s’ils ont un sommet

comimun.

Remarque 4.1 La donnée d’un sommet p d’un surfel (a,b) est équivalente a la donnée
de l'un des quatre cubes 2x2x2 qui contiennent les deux voxels a et b. FEn effet, ce cube
2x2x2 contiendra aussi tout couple de vozels a' et V' tel que (a’',b") partage avec (a,b,) le

sommet p.

Cependant, cette relation présente une fois encore 'inconvénient de relier entre eux des
ensembles de surfels dont ’analogue continu n’est vraisemblablement pas connexe comme
illustré dans la Figure 4.11. Dans la Figure 4.12, nous avons représenté deux objets de Z3,
dans lesquels, quand (n,7m) = (6+, 18), les deux vozels marqués d’une croix ne sont pas
(64)—adjacents. Par contre, dans le cas de la Figure 4.12(a), les deux surfels marqués
d’une croix sont Ryere: —adjacents alors qu'ils ne le sont pas dans la Figure 4.12(b).
Puisque ceci n’est évidemment pas satisfaisant, nous introduisons un relation d’adjacence

plus restrictive R,,.

Définition 4.6 (R,) Soient (a,b) et (a',V') deux surfels de ¥2. Alors ((a,b), (a’,b")) € R,

st et seulement si:
Z) ((a7 b)7 (a’,7 b/)) E Rvertex; 6t

it) Il existe un e—chemin (yo,...,yr) dans X tel que yo = (a,b), yp = (a’,V') et pour
'é = 17 ceey k - 1; on a (yza (CL, b)) € Rvertez et (y’w (ala b/)) S Rvertex-

En d’autres termes, les conditions i) et 1i) entrainent que les surfels de {yo, ..., yx} par-

tagent tous le méme sommet.
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(a) (b)

Fi1c. 4.11: Deux vozels qui ne sont ni
(64+)—adjacents ni 18— adjacents alors Fic. 4.12: Deux objets dont les
qu’il définissent des surfels qui sont (64, 18)—bords ont les mémes pro-

Roertes — adjacents. priétés topologiques.

Maintenant, nous donnons une définition différente mais équivalente de la relation de
R.,—adjacence qui fait appel a la notion de loop dans une surface discrete. De plus, la
notion de loop sera utile dans la suite puisque ’ensemble de surfels qu’elle définit sera
utilisé comme cellule de déformation élémentaire (voir la définition de ces cellules dans

la section 2.2.2) dans 'espace constitué par une surface discrete.

Définition 4.7 (Loop) Un loop L de ¥ est un ensemble e—connexe de surfels qui par-
tagent tous un sommet p donné. Maintenant, soit x un surfel de 33, et soient a une aréte
de x et p un sommet de a. Alors, il existe un unique surfel ', e—adjacent a x et qui par-
tage le sommet p et laréte a avec x. Maintenant, un troisiéme surfel x" # x, e—adjacent
a x' partage p avec x et x'. En répétant ce processus, il est possible de construire un
e—chemin fermé simple w de x a x tel que m* = L est un loop de X. Le chemin w est

appelé une paramétrisation du loop L.
Maintenant, la définition suivante est équivalente a la Définition 4.8.

Définition 4.8 (R,) Soient x € 3 et y € .. Les deux surfels x ety sont dits

R,—adjacents s’il existe un loop L de ¥ tel que {z,y} C L.

Notation 4.2 Dans la suite, afin d’alléger les notations, nous abrégeons “R,” par sim-

plement “v”.

On s’apercoit que la donnée d’un sommet n’est pas suffisante pour définir un loop puis-

qu’un méme sommet peut étre associé avec deux loops distincts. En effet, si on considere



Chapitre 4. Surfaces discretes 79

le (18,6+)—bord ¥ de l'objet de la Figure 4.13, et dont tous les voxels sont visibles;
alors le sommet matérialisé par un point noir définit deux loops. Le premier est composé
des six surfels visibles qui partagent ce sommet, et le second est composé de trois surfels
cachés. De la méme fagon, si on considere le (6+,18)—bord du méme objet, ce sommet

définit trois loops différents dont chacun est composé de trois surfels.

Fi1G. 4.13: Exemple de loop.

4.4 Le groupe fondamental d’une surface discrete

A ce stade, toutes les notions introduites de fagon générique pour un espace discret dans
la Partie I, sont applicables a I’espace constitué par une surface discrete muni des relations
complémentaires de e—adjacence et v—adjacence. Toutes, sauf la notion d’homotopie de
chemins (et donc le groupe fondamental discret). Suivant les étapes de la définition donnée
dans la sous-section 2.2.2, nous devons définir tout d’abord les cellules de déformation

élémentaire dans une surface discrete.

Notation 4.3 Dans la suite de cette partie, et sans autres précisions, le préfixe “n—"" est

Y

utilisé soit pour “e—", soit pour “v—", et non plus pour une relation d’adjacence dans

Z? ou Z3. On rappellera ceci simplement en écrivant n € {e, v}.

4.4.1 Cellule de déformation et hypothese sur X

Définition 4.9 (cellule de déformation élémentaire dans X.) Les cellules de

n—déformation élémentaire (n € {e,v}) dans une surface discréte sont les loops de X.

Cette derniere définition amene a la formulation suivante de la Définition 2.10: deux
n—chemins dans une partie X d’une surface discrete ¥ ayant les mémes extrémités sont
dits identiques a une n—déformation élémentaire pres s’ils sont identiques sauf dans un

loop de ¥ (voir Figure 4.14).
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il

Fic. 4.15: Les deux surfels de ce

c.c
(18,6+)—bord qui sont marqués d’une
Fic. 4.14:  Illustration d’une croixz ne sont pas e—adjacents mais ap-
e—déformation élémentaire. partiennent a deux loops distincts.

La Définition 4.9 permet aussi de définir la relation de R—homotopie pour les chemins
de surfels pour R € {e,v} comme illustré dans la Figure 4.16. Ainsi, le e—chemin ¢;
de Figure 4.16(a) est obtenu par une e—déformation élémentaire du e—chemin ¢y de
la Figure 4.16(b). Finalement, le chemin ¢; est e—homotope au e—chemin c3 de la Fi-

gure 4.16(c).

Fi1G. 4.16: FExemple de chemins e—homotopes dans une partie X d’une surface X.

Maintenant, dans le cas ott ¥ = d156+)(0, V) (i.e. O est 18—connexe), nous devons éviter
une configuration particuliere en faisant I’hypothese que tous les loops de la surface sont
des disques topologiques de telle sorte que la situation de la Figure 4.17 ne se produise
pas (voir [ML00]). Un fagon formelle d’exprimer cette hypothese est de dire que deux
surfels qui ne sont pas e—adjacents ne peuvent appartenir a deux loops différents (voir
Figure 4.15). Une formulation équivalente peut étre énoncée de la fagon suivante: on

suppose que X = d15(0, V) et que §'il existe dans O deux voxels 18—adjacents mais pas
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6—adjacents alors, au moins une des deux propriétés suivantes est satisfaite:

— Les deux voxels ont un 18—voisin commun dans O.

— Les deux voxels ont deux 26—voisins communs qui sont eux mémes 26—adjacents.

I¥ERO

F1G. 4.17: Un cas pour lequel I’analogue continu d’un loop n’est pas un disque topologique

Cette restriction est nécessaire et suffisante pour garantir qu’un loop est un disque topo-
logique. Nous avons besoin d’une restriction similaire sur O quand ¥ = 6, (O, V). Dans

la suite, on fera appel a la remarque suivante :

Remarque 4.2 FEzactement un loop de X peut contenir deux surfels qui sont v—adjacents

mais pas e—adjacents.

4.4.2 Quelques exemples

Dans la suite de cette partie on montrera que le groupe fondamental discret, qui peut
étre utilisé pour définir les surfels simples dans une surface discrete, est aussi suffisant

pour caractériser la sous homotopie dans ce type d’espace.

Afin d’illustrer ceci, nous donnons ici quelques exemples d’objets dans une surface discrete
dont les groupes fondamentaux ne sont pas isomorphes. Ainsi, I'objet X; représenté dans
la Figure 4.18 est simplement connexe au sens de la Définition 2.13. En d’autre termes,
pour tout surfel z € X, le groupe fondamental discret 117 (X, z) est réduit a la classe
du chemin trivial (x,x). Pour sa part, 'objet X5 de la Figure 4.19 n’est pas simplement
connexe puisqu’il est clair que pour tout x € Xy, il existe un chemin fermé de x a =
qui n’est pas réductible dans X,. Dans l'objet X3 de la Figure 4.20, et pour tout surfel
x € X3 on peut montrer qu’il existe trois éléments de 1} (X3, z) tels que chacun ne puisse

étre exprimé comme un produit impliquant les deux autres.
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(a) En gris, une partie X; C ¥;. (b) L’ensemble X;.

Fi1G. 4.18: X, est un ensemble simplement n—connexe de surfels.

(a) En gris, une partie Xo C 5. (b) L’ensemble X5.

Fi1G. 4.19: X, n’est pas simplement n— connexe.

(a) En gris, une partie X3 C 3. (b) L’ensemble X35.

Fi1G. 4.20: X3 n’est pas simplement n—connexe. De plus, pour tout po € X5 et p3 € X3,

les groupes 117 (Xa, po) et 117 (X3, p3) ne sont pas isomorphes.



Chapitre 5

Préservation de la topologie dans les

surfaces discretes

Dans ce chapitre, nous rappelons les résultats de travaux réalisés pas R. Malgouyres
et A. Lenoir sur la définition et la caractérisation de la préservation de la topologie
pour les parties de surfaces discretes. Ces travaux étaient motivés pas la nécessité d’une
justification formelle d’un algorithme de squelettisation utilisé pour extraire des données
anatomiques a partir d'une image de la courbure moyenne a la surface du cerveau.

Dans [ML00], R. Malgouyres et A. Lenoir ont donné trois caractérisations équivalentes de
I’homotopie, elle méme définie en utilisant classiquement la définition d’un surfel simple
basée sur des propriétés locales de connexité. Dans le contexte des surfaces discretes, de
meéme que pour la 3D, 'homotopie peut étre considérée comme un cas particulier de la

déformation de rétraction telle que définie pour les complexes cellulaires.

Maintenant, dans le cadre des surfaces discretes, la préservation de la topologie devient
plus difficile & caractériser par rapport au cas 2D, ceci en raison du fait que les surfaces
discretes, de méme que les parties de surfaces discretes, peuvent posséder des tunnels.
En effet, alors que les parties de Z? sont caractérisées compleétement d’'un point de vue
topologique par des seules considérations de connexité et “d’inclusion géographique”, les
parties de surfaces discretes, comme les parties de Z32, sont aussi caractérisées par le
nombre et la position de leurs tunnels. Ces tunnels ne sont toutefois pas simples a définir
de facon formelle. Néanmoins, une idée intuitive de leur nature peut étre donnée. En
effet, nous disons que 1'objet de la Figure 5.1(a) posséde un tunnel alors que celui de la

Figure 5.1(b) n’en a pas. Qui plus est, il est clair qu’une telle propriété ne peut s’exprimer



84 Chapitre 5. Préservation de la topologie dans les surfaces discretes

a l'aide de seules propriétés de connexité. En effet, chacun des objets de la Figure 5.1 est

connexe et sans cavité.

(a) (b)

Fi1G. 5.1: Hllustration de la notion de tunnel.

Dans ce chapitre X est une partie d’une surface X.

5.1 Surfel simple et homotopie

(a) Vue de face (b) Vue arriere
<1, <: Ny(x)
<1, <: Ny(2)

F1a. 5.2: Le v—woisinage d’un surfel.
Fi1G. 5.3: Un surfel dont le v—voisinage n’est

pas un disque topologique.

Soit x un surfel de 3. Comme précisé dans la Section 4.4, on suppose que tout loop dans
Y est un disque topologique. Cependant, le v—voisinage du surfel x n’est lui-méme pas
toujours un disque topologique. Dans la Figure 5.2, nous avons représenté en gris clair le
v—voisinage N,(x) d’un surfel donné, et dans la Figure 5.3 nous avons représenté un autre
surfel dont le v—voisinage n’est pas un disque topologique puisque les deux surfels marqués

d’une croix dans la Figure 5.3(b) sont e—adjacents. Alors, il convient de définir une
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“topologie” sur N,(x)U{z} selon laquelle cet ensemble constitue un disque topologique.
Nous utilisons dans ce but un graphe particulier construit a partir de ’ensemble N, (x)U

{z} et de la relation d’adjacence suivante :

Définition 5.1 (relation de n,—adjacence) Soit x € 3 et soient y et y' deuz surfels
de Ny(z) U {x}. On dit que y et y' sont n,—adjacents s’ils sont n—adjacents et appar-

tiennent a un méme loop qui contient x (voir Figure 5.4).

Par exemple, dans la Figure 5.3(b), les deux surfels marqués d'une croix ne sont ni

e, —adjacents ni v,—adjacents si = est le surfel noir de la Figure 5.3(a).

F1G. 5.4: Les deux surfels marqués d’une croixz sont e,—adjacents.

Définition 5.2 (G, (z, X)) Soient x € ¥ et (n,m) € {(e,v), (v,€e)}. On note G,(z,X)
Uensemble des composantes n,—connezes de N,(x) N X. Notons que G, (z, X) est une en-
semble d’ensembles et pas un ensemble de surfels. On notera CX[G,(x, X)] l’ensemble des
toutes les composantes n,—connexes de Gp(x, X) qui contiennent un surfel n—adjacent

ax.

Dans la Figure 5.5(c) sont représentées les trois composantes e,—connexes de G.(z, X)
associées au surfel x et a 'ensemble X de la Figure 5.5(a). Remarquons que la composante
connexe de G.(z, X) qui est réduite a un surfel unique n’est pas e—adjacente a x de sorte
que C¥[G.(z, X)] n’a que deux éléments.

R. Malgouyres et A. Lenoir ont proposé la définition suivante d’une propriété de simplicité
pour les surfels (un surfel x de X est dit n—intérieur & X si Gp(z, X) = 0, il est dit n—isolé

si G (2, X) = 0).

Définition 5.3 (surfel simple [MLO00]) Un surfel x est dit n—simple dans X si x n’est
pas n—intérieur a X et le nombre Card(CE|G,(x, X)]) de composantes n,—connexes de

Gz, X) qui sont n—adjacentes a x est égale a 1.
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e S0

(a) z et X (b) Ny(z)Nn X (c) x et les trois composantes e, —connexes de G (z, X)

T - X: <=
F1G. 5.5: Exemple d’un ensemble Ge(x, X).

Remarque 5.1 De facon similaire au cas 3D, si le surfel x n’est ni n—isolé ni

n—intérieur alors on a Card(CZ[G,(x, X)]) = Card(CE[Grn(z, X)]).

Dans la Figure 5.6 nous avons représenté plusieurs exemples de v—voisinages de surfels
n—simples et non n—simples dans une surface ¥. Ces exemples peuvent servir a résumer
une partie des résultats de [MLOO]. En effet, on remarque par exemple que la suppression
du surfel noir x de la Figure 5.6(b) aboutit a la création d’une composante e—connexe
dans X U {z} de sorte que ce surfel n’est pas v—simple pour I'ensemble X considéré.
On remarque aussi que la suppression du surfel z de la Figure 5.6(d) entrainerait la
création d’'une composante e—connexe de X pour (n,7) = (e,v). Toujours dans le cas
de la Figure 5.6(d) mais pour (n,7m) = (v, e) on voit que la suppression du surfel z peut
provoquer la séparation d’une composante v—connexe de X ou bien la suppression d'un
tunnel de X selon I'existence d’'un v—chemin dans X entre les surfels de N,(z) N X qui
ne sont pas v—connectés dans N,(z) N X.

La Définition 5.3 aboutit aux définitions de la sous-homotopie et de I’homotopie symétrique
telles que présentées dans le Chapitre 3. La sous-homotopie étant définie de fagon iden-

tique dans [MLOO] comme suit :

Définition 5.4 (sous-homotopie) Soient Y C X C X. L’ensemble Y est dit sous
n—homotope a X si et seulement si 'Y peut étre obtenu a partir de X par suppression

séquentielle de surfels n—simples.

Cette notion d’homotopie permet de définir des algorithmes de squelettisation homo-
topique pour les parties de surfaces discretes. Remarquons que cette définition de la

préservation de la topologie repose sur la définition des surfels simples. La définition des
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e—simple

non v—simple puisque Card(C*[G(z, X)]) =0

(a)

non e—simple puisque Card(C?[G.(z, X)]) = 2
non v—simple puisque Card(C*[G(z, X)]) =0

(b)

e—simple

non v—simple puisque Card(CZ[G,(x, X)]) =2

()

non e—simple puisque Card(C*[Ge(x, X)]) = 2
2

non v—simple puisque Card(C?[G,(z, X)])

(d)

X:’,Q 7:0

F1G. 5.6: Ezemples de surfels n—simples et non n—simples pour (n,m) € {(e,v), (v,e)}.
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surfels simples qui a été rappelée ici respecte les conditions classiques qui empéchent la
déconnexion ou la reconnexion locale de I'objet et/ou de son complémentaire dans un
certain voisinage. Dans [MLO00], une justification de cette derniere définition d’un surfel
simple est donnée en utilisant la caractéristique d’Euler. Ainsi, un surfel est simple si sa

contribution a la caractéristique d’Euler de 'objet est nulle.

LT ~Z L7 A7
TALFITS 7 VT Sy,
AT AL IAT AL N ey ey Sy,
e e 8
(L LI AL F LI AT AL AT AL S
S e S S B S e
(TS dl
7 oL A
L7
L7

(a) (b) (c)

FiG. 5.7: Une partie Y de X qui est sous n—homotope a X pour n € {e,v}.

Maintenant, on s’intéresse dans les deux sections suivantes aux caractérisations exis-
tantes de la sous-homotopie dans le cadre des surfaces discretes. La premiere utilise la

caractéristique d’Euler et la seconde le groupe fondamental discret.

5.2 Sous-homotopie et caractéristique d’Euler

Dans le Chapitre 9, nous utiliserons les notions de disque topologique et de sphere topolo-
gique dans le contexte des surfaces discretes. Afin de définir ces termes, nous utilisons la
notion classique de caractéristique d’Euler qui a été définie pour ce cadre dans [MLO00].
De plus, nous rappelons la caractérisation de la sous-homotopie dans les surfaces discretes
qui utilise cet invariant topologique classique. Dans cette section, X désigne une partie

de ¥ et n € {e,v}.

Définition 5.5 ({0, 1,2}—cellule) On associe une dimension aux surfels, edgels et loops
qui vaut respectivement 2, 1 et 0. On peut identifier un surfel x avec l’ensemble {x}. On

appelle un surfel une 2—cellule, un edgel une 1—cellule et un loop une 0—cellule.

Définition 5.6 (n—caractéristique d’Euler élémentaire d’une cellule) Pour d €

{0,1,2} et pour une d—cellule ¢, on définit la n—caractéristique d’Euler élémentaire de
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c dans X, noté x4 (X, c), de la maniére suivante :

XX, c) = (—1)%.Card(C,(cN X)).
Notons que le seul cas pour lequel x2(X, c) peut étre différent de 0, 1 ou —1 correspond a
celut ot ¢ est un loop et n = e. Si Es et Ly, sont respectivement ’ensemble des edgels et

l’ensemble des loops de 33, on note :

E(X) =D X (X,9), xh(X) = > xn(X,e) et X5(X) = > x0(X,1).

SEX e€lxy leLy

Définition 5.7 (n—caractéristique d’Euler) On définit la n—caractéristique d’Euler
de X, notée x,(X), comme la quantité suivante :

Xn(X) = X (X) 4 X, (X) + X0(X) = Card(X) + x,,(X) + x5 (X).

Par exemple, la n—caractéristique d’Euler associée a un ensemble X constitué de deux
surfels qui sont v—adjacents mais pas e—adjacents vaut 2 sin = e (x.(X) =2 —8+8)
alors qu’elle sera égale a 1 sin =v (x,(X)=2—-8+7).

Le théoreme suivant a été démontré dans [MLO0]. Il fournit une caractérisation implémentable

de la sous-homotopie dans les surfaces discretes:

Théoreme 7 ([MLOO]) Si Y C X sont deur parties n—conneres de X, alors les deur

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Y est sous n—homotope a X.

i) Xn(X) = xu(Y) et chaque composante n—connexe de Y contient un surfel de X .

Ainsi, soient X et Y les deux parties d'une surface discrete X représentées dans la Fi-
gure 5.8. L’ensemble Y n’est pas sous n—homotope a X puisque, méme si la seule com-
posante n—connexe de Y contient effectivement un surfel de X, sa n—caractéristique

d’Euler (égale a 0) est différente de celle de X.

5.3 Groupe fondamental discret et sous-homotopie

Le Théoreme 7 fournit une caractérisation qui permet de vérifier “algorithmiquement”
la sous-homotopie entre deux parties d'une surfaces discrete. Maintenant, la définition
de 'homotopie a été introduite en utilisant la notion de surfel simple, elle méme dérivée

de la définition des pixels simples dans Z?. La caractérisation de la sous-homotopie qui
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LT T
D ey e,
J e
AT T e,
niSniSuy,y, g
;‘.:. (L~ 4
i

X: {= =} V: « X: < Y
F1G. 5.8: xn(X) = =1 et xun(Y) = 0 pour n € {e,v}.

utilise la caractéristique d’Euler constitue alors une forme de wvalidation de la définition
de la sous-homotopie et montre que cette définition est cohérente. En effet, la suppression
séquentielle de surfels simples ne peut modifier ni le nombre de composantes connexes, ni
le nombre de tunnels dans une surface. Cependant, le cas 3D montre que la caractéristique
d’Euler, malgré son grand avantage d’étre facilement calculable et de permettre de comp-
ter le nombre de tunnels d'un objet, ne fournit pas d’information sur la localisation de ces
tunnels. Cet inconvénient majeur nous amene a étudier une autre caractérisation de la
préservation de la topologie faisant appel a un autre invariant topologique. Un des buts de
[IMLOO] était de fournir une autre caractérisation de la sous-homotopie dans les surfaces
discretes qui utilise le groupe fondamental discret. Finalement, le théoreme suivant a été

démontré dans [MLO0O].

Théoréme 8 ([MLOO0]) Soient Y C X deux parties n—connezes de ¥. L’ensemble Y
est sous n—homotope a X si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées

pour tout surfel B €Y :

i) Le morphisme i, : IIY(Y, B) — II}(X, B) induit par application d’inclusion i :

Y — X est un isomorphisme.
ii) Chaque composante i—connexe de Y contient un surfel de X.

La preuve de ce dernier théoreme utilise le Lemme suivant.

Lemme 5.1 ([MLOO]) Soient X C %, et soit x € X un surfel n—simple de X. Alors,
pour tout B € X\ {x}, le morphisme de groupes i, : I} (X\{z}, B) — I}(X, B) induit
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par Uinclusion de X \ {x} dans X est un ismorphisme de groupes.

On rappelle le lemme suivant qui est une conséquence directe du Théoreme 7 (voir Sec-

tion 5.2) et du Théoreme 8.

Lemme 5.2 Soit Z une partie n—connexe de Y, alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

i) Il existe un surfel z dans Z tel que {z} est sous n—homotope a Z.

ii) Z posséde exactement une composante —connexe et X,(Z) = 1.
i) Z # X% et IY(Z, B) = {[(B, B)|} pour tout B € Z.

) Z#£Y et xo(Z) = 1.
Le Lemme 5.2 permet la définition d’un disque topologique et d’une sphére topologique.

Définition 5.8 Une partie n—connexe Z de Y. est appelée un disque topologique si elle

vérifie les quatre conditions du Lemme 5.2.
Définition 5.9 Si Z =X et x,,(Z) = 2, on dit que Z est une spheére topologique.

Soient X et Y les deux parties de la surface représentée dans la Figure 5.8. Le Théoreme 8
permet bel et bien de vérifier que 'objet Y n’est pas sous n—homotope a X. En effet, soit
B le surfel marqué d’une croix dans la Figure 5.9, alors la classe d’homotopie du chemin
¢ de la Figure 5.9 dans II7(X, B) ne peut évidemment pas étre atteinte par le morphisme
i, induit par l'inclusion de Y dans X. Ceci parce-qu'aucun chemin fermé de AZ(Y) est
n—homotope au chemin fermé ¢ dans X. Alors, 7, n’est pas surjectif et donc, d’apres le

Théoreme 8, 'ensemble Y ne peut étre sous n—homotope a X.

5.4 Conclusion des Chapitres 4 et 5

Nous avons rappelé dans les deux chapitres précédents la définition d'un nouveau cadre
pour les problemes de préservation de la topologie, motivé par une application pratique:
la squelettisation homotopique d'une image binaire dessinée a la surface d'un objet 3D.

Toutefois, depuis [MLO00], le fait que le groupe fondamental discret soit suffisant pour
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F1G. 5.9: Un chemin fermé ¢ dans l’ensemble X de la Figure 5.8.

caractériser completement la sous-homotopie au sein des surfaces discretes était une
conjecture. En d’autres termes, il était établi de maniere intuitive que la condition i7)
du Théoreme 8 est en fait une conséquence de la condition ), excepté dans un cas tres
particulier. La preuve de ce qui devient un théoreme est donnée dans le Chapitre 9 et a
été précédemment publiée par 'auteur et R. Malgouyres dans [FM99a] dans une forme
légerement différente de celle présentée ici. Finalement, la version plus concise de cette
preuve qui est présentée ici est soumise a publication ([FMb]). Cette preuve fait appel
a un nouvel outil dont la définition est donnée dans le prochain chapitre: le nombre

d’intersection.

Afin d’illustrer 1'utilité de cet outil avant d’en donner la définition, nous expliquons ici
de maniere intuitive un moyen de prouver 'affirmation suivante: “Ceci parce-qu’aucun
chemin fermé de AZ(Y) est n—homotope au chemin fermé ¢ dans X7 (cf. paragraphe
suivant la Définition 5.9). En effet, supposons que I'on ait défini le nombre d’intersections
réelles Z, . entre deux chemins de surfels 7 et ¢ (de fagon similaire a la définition de
I'index 2D de la Section 2.1.2). Maintenant, supposons que l'on ait aussi montré que ce
nombre reste inchangé quand on applique une déformation homotopique a I'un des deux
chemins. Alors il devient facile de prouver qu’aucun e—chemin dans ’ensemble Y de la
Figure 5.8 est n—homotope au chemin ¢ de la Figure 5.9. En effet, soit 7 le v—chemin
fermé dans X représenté dans la Figure 5.10. Il est clair que Z, . = +1 # 0. Maintenant,
supposons qu’il existe dans Y un e—chemin ¢ qui soit homotope & ¢ dans X. Alors, on
devrait avoir 7., = Z. .. Cependant, il est évident que ¢, inclus dans Y, a un nombre
d’intersection avec w égal a zéro. Finalement, ceci entraine qu'un tel chemin ¢ ne peut

exister.
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Chapitre 6

Le nombre d’intersection

Dans ce chapitre, nous introduisons un nouvel outil pour démontrer des théoremes dans la
cadre des surfaces discretes qui a été présenté dans [FM99b]. L’idée principale de cet outil
est de compter le nombre d’intersections réelles entre un v—chemin et un e—chemin. Une
fois de plus, nous devons utiliser des relations d’adjacences complémentaires afin d’éviter
le paradoxe topologique de deux chemins qui pourraient se croiser sans se rencontrer (i.e.
sans intersection). De plus, le nombre d’intersection sera utilisé afin de montrer qu’un
n—chemin fermé m donné n’est pas réductible dans un objet, et ceci sera possible en
montrant ’existence d’un m—chemin fermé dans 'objet dont le nombre d’intersection
avec 7 est différent de zéro.

En effet, comme mentionné a la fin du chapitre précédent, la propriété principale de ce
nombre est qu’il reste inchangé quand on applique une déformation homotopique a I'un
des deux chemins. Du fait de cette propriété, le nombre d’intersection est qualifié de
nouvel invariant topologique dans le cadre discret.

Dans la suite de ce chapitre, 3 est une surface discrete telle que définie dans le Chapitre 4.

6.1 Définition

Afin de définir les intersections orientées, on définit une orientation pour les surfels pour
pouvoir définir ensuite ce que 'on appellera les “coté droit” et “coté gauche” locaux d'un

n—chemin.

Notation 6.1 (arétes orientées) Un surfel possédant quatre sommets, on peut ordon-

ner ces sommets en distinguant, comme dans [RKW91], un sommet pour chacun des six
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types de surfels, et en utilisant le sens de rotation trigonométrique autour de la normale
sortante du surfel. Chaque sommet d’un surfel donné est alors associé avec un entier dans
{0,1,2,3} (voir Figure 6.1). Avec cette paramétrisation des sommets, on peut définir
les arétes orientées comme des couples de sommets consécutifs suivant 'ordre cyclique.
Ainsi, pour chaque surfel, nous avons défini les arétes orientées suivantes: (0,1), (1,2),
(2,3) et (3,0). Pour un e—chemin © = (yx)k—o,., €t pour k € {0,...,p}, on définit
front (k) quand y, # yk+1 [resp. back,(k) quand yx # yr—1] comme l'aréte orientée du
surfel y; partagée en tant qu’aréte par yy et ygr1 [resp. yx et yr_1]. Notons que back,(0)

et front_(p) ne sont pas définies si 7w n’est pas fermé.

Notation 6.2 Pour un surfel z et un numéro de sommet w € {0,1,2,3} donné, on note

L, () le seul loop associé au sommet w de x qui contient le surfel x.

1
247 0
30

1
1 D
0 3 2
3 1@
A ’
2, 2
2
e
1 o

F1G. 6.1: Paramétrisation des sommets pour chaque type de surfel de telle sorte que les

arétes orientées sont (0,1), (1,2), (2,3) et (3,0).

Le lemme suivant nous permettra d’introduire la notion de paramétrisation canonique du

v—voisinage d'un surfel.
Lemme 6.1 Soit x un surfel de ¥. Alors, N,(x) est une e,—courbe fermée simple.

Preuve : 1l suffit de montrer que pour tout surfel y de N,(x), il existe exactement deux
surfels z; et zo dans N, () tels que y est e,—adjacent & z; et zs.

Soit donc y un surfel de N, (x). Dans un premier temps, supposons que y et x ne sont pas
e—adjacents. Alors, d’apres la Remarque 4.2, exactement un loop £ de ¥ peut contenir

a la fois x et y. Soient z; et 2y les deux seuls surfels de £ qui sont e—adjacents a y (par
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définition méme d’un loop). Il s’ensuit que z; et z5 sont les deux seuls surfels e—adjacents
a y qui puissent appartenir a un loop qui contient z. En d’autres termes, 2z; et z5 sont les

deux seuls surfels e, —adjacents a y.

Maintenant, on peut supposer que x et y sont e—adjacents. On peut aussi supposer, tout
en restant général, que y partage en tant qu’aréte avec = I'aréte orientée (0, 1) de y. Alors,
exactement deux loops contiennent a la fois z et y: Lo(y) et L£1(y). Soit z; 'unique surfel
de ¥ qui partage en tant qu’aréte avec y I'aréte orientée (3,0) de y; et soit z; I'unique
surfel de ¥ qui partage en tant qu’aréte avec y l'aréte orientée (1,2) de y. Il est alors
immédiat que {z1,22} C N,(z) et 21 # z2. De facon évidente, le surfel z3 qui partage
en tant qu’aréte avec y l'aréte orientée (2,3) de y ne peut appartenir ni & £4 ni a L.
Finalement, z; et z5 sont les deux seuls surfels de > qui sont e,—adjacents a y.

D’autre part, on doit établir le fait que N,(z) est e,—connexe. Ceci est une conséquence
directe du fait que N,(z) est la réunion des quatre loops qui contiennent z, dans laquelle
on supprime le surfel x lui méme. Maintenant, ces loops peuvent étre ordonnés suivant
lordre cyclique sur les sommets de x; chaque loop étant e—connexe et partageant un
surfel avec son successeur et son prédécesseur selon cet ordre. On en déduit que la réunion

(moins {z}) introduite précédemment est e, —connexe. O

Afin d’illustrer ce dernier Lemme, nous avons représenté dans la Figure 6.2 le graphe de
e;—adjacence G dans N, (x) ou x est un surfel dont le voisinage est une e, —courbe fermée

simple mais pas une e—courbe fermée simple.

G "
x 4

F1G. 6.2: Vue de face et vue arriere d’une surface ¥ = 615(0O, V'), un surfel x (en noir),

et le graphe G de e,—adjacence dans N,(x).

Maintenant, pour un surfel y donné dans N, (z), il existe exactement deux paramétrisations

77777

= 7/ (voir Figure 6.3).

C = N,(z) telles que yo = ;. De plus, il est immédiat que 7~
Alors, on peut définir de la maniere suivante une paramétrisation canonique du v—voisinage

d’un surfel x qui commence a un surfel y donné de N,(x).
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Définition 6.1 (paramétrisation canonique de N,(z)) Soient x € ¥ et y € N,(x).
On définit la paramétrisation canonique de N, (z) associée au surfel y, notée C,(x), comme
le seul e,—chemin fermé simple m = (yo,...,Yp) de y = yo a& y = y, tel que m est une
paramétrisation de la e,—courbe fermée simple C = N,(z) et qui vérifie la propriété
suivante : pour tout k € {0,...,p—1}, on ax € Ly, (yr) ot (wr, — 1 mod 4,wy,) est l'aréte

orienté de y partagée en tant qu’aréte par yi et yy1.

En d’autres termes, C,(z) est le seul e, —chemin 7 de y a y dans N,(z) tel que x se situe
toujours a gauche de m pour un observateur qui marcherait sur m, en regardant dans
la direction du surfel suivant dans la paramétrisation. Dans le cas de la Figure 6.3, on
obtient que C,,(z) est le e,—chemin 7’. En effet, les fleches dans la partie inférieure de
cette figure représentent les arétes orientées des surfels y; [resp. ], partagées en tant

qu’arétes par y; et y;41 [resp. y; et y;, ] pour i € {0,...,9}.

.

! n
i Tr
F1G. 6.3: Les deux paramétrisations m = (yo, ..., Y9) et ™ = (g, .-, Ys) de Ny(z) issues

de yo = Y-
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On peut maintenant définir de fagon locale, en chaque surfel 3, d’'un n—chemin 7, les
cotés gauches et droits de m dans la surface, en tenant compte de l'orientation de cette

surface. Ces ensembles gauche et droit sont des parties disjointes du v—voisinage du surfel

Yk

Définition 6.2 (partie gauche et partie droite locale) Soit ™ = (Yk)k=o,...,
n—chemin pourn € {e,v} et soitk € {1,...,p—1} (k €{0,...,p} si7 est fermé). Alors,
soit v = (Y0,--., M) = Cy,_, (y) la paramétrisation canonique de N,(yx) associée & yy_1.
Enfin, soit h lunique entier de {1,...,l} tel que Y1 = Yn. On définit les ensembles de
surfels Left, (k) et Right, (k) par:

Sil="h (i.e yp—1 = yrs1) alors Left. (k) = Right, (k) =0, sinon,

Right (k) = Ny(yx) V{7 |0<i<h—1}
Leftﬂ(k;) = Nv(?Jk) N {’Yz | h+l<i< l}

Remarquons que les deux ensembles Right_(0) et Left._(0) ne sont pas définis dans le cas

ot m n’est pas fermé (puisque la notation y;—1 n’a pas de sens pour i =0 dans ce cas).

Plusieurs exemples d’ensembles Left, (k) et Right (k) sont représentés dans la Figure 6.5
pour des e—chemins et dans la Figure 6.6 pour des v—chemins qui ne sont pas des
e—chemins.

Il est important de remarquer qu’il est impossible de définir les cotés gauche et droit d’une
marche quand on ne connait de cette marche que la position précédente et la position
suivante qui sont identiques. Simplement, on définit les ensembles gauche et droit comme

vides dans ce cas (voir Figure 6.4).

F1G. 6.4: Illustration du cas ou les ensembles gauche et droit sont définis comme vides.
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Maintenant, les trois remarques suivantes sont des conséquences directes des définitions

précédentes.

Remarque 6.1 Si ¢ = (z;)i—0,., est un n—chemin [resp. un n—chemin fermé] et i €
{1,...,q— 1} [resp. i € {0,...,q}] est tel que x; 1 et x;—y sont e—adjacents, alors soit
Right (i) = 0 et Left (i) = Ny(z;) \ {zi_1, i1} ; ou Left (i) = 0 et Right (i) = N,(z;) \
{z;_1,2i11}. Voir dans la Figure 6.5(c) l'exemple d’une telle situation. Réciproquement,
un de ces deux ensembles peut étre vide quand les deux surfels x;_1 et x;1 1 sont soit égaux

soit e—adjacents.

Remarque 6.2 Sic = ()., est un n—chemin sur ¥, alors Left (i) N Right (i) = ()
pour tout i € {1,...,q — 1} (pour tout i € {0,...,q} sic est fermé).

Remarque 6.3 Sic = (z;)i=,. 4 est un n—chemin sur X et x; est un surfel de c tel que
Ti—1 et T4 ne sont ni égauzr ni n,, —adjacents ; alors les ensembles Left (i) et Right, (i)

sont tout deux non vides et chacun contient un surfel qui est n—adjacent a x;.

Deux exemples de configurations qui vérifient la remarque précédente sont représentés
dans la Figure 6.5(a) et la Figure 6.6(a). En effet, les deux surfels z;_; et x;1; de la
Figure 6.6(a) ne sont pas v, —adjacents de telle sorte que Left (i) Ne(x) # () et Right.(i)N
N(xz) # 0. Finalement, des contre-exemples sont donnés dans la Figure 6.5(c) et la

Figure 6.6(b).

Yk
Yk-1 Yie1
Lett (0 [
Right (k) []

(a) (b) Left, (k) = 0. (c) Left. (k) = 0.
F1G. 6.5: Des exemples d’ensembles Left (k) et Right_ (k) ot m = (yi)k=o,.. p-

La propriété suivante est la condition nécessaire et suffisante qui permet la définition du

nombre d’intersection entre deux chemins.

Notation 6.3 Soient ™ = (yx)x—o...., un n—chemin et ¢ = (x;);—o,.. , un m—chemin dans
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Let () [

Right, () [

(a) (b) Right (i)NNe(z) = 0. (c) Ne(z) C Left, (i) and
Right (i) N Ne(z) = 0.

F1G. 6.6: Des exemples d’ensembles Left (i) et Right.(i) ou ¢ = (%;)i0,. 4 €St un

v—chemin qui n’est pas un e—chemin.

Y. On dit que la propriété P(m, ¢) est satisfaite si dans le cas ou 7 n’est pas fermé, alors

ni yo ni y, n’appartiennent a c*.

Maintenant, nous pouvons définir la contribution au nombre d’intersection d’un couple

d’indices.

Définition 6.3 (contribution au nombre d’intersection) Soient m = (yi)k—o,.., un
n—chemin et ¢ = (2;)i0,.. 4 un n—chemin tels que P(mw,c) soit vérifiée. Soient k €
{0,....p — 1} et i € {0,...,q}. On définit la contribution au nombre d’intersection
de 7 et ¢ du couple (k,i) noté I, .(k,i), qui est égale a zéro si x; # Yy, sinon Ly .(k,i) =

1, (k: i)+ ZF (K, i) ol

T .(k,i)=0sii=0, (ki) =0sii=q,
I, (ki) =0.5 siz;y € Right, (k), Ir (ki) = —0.5 si x4 € Right, (k),
T, (ki) =—0.5 si v,y € Left (k), T} (ki) = 0.5 siwiy1 € Left, (k),
Z; .(k,i) =0 sinon. T .(k,i) = 0 sinon
Remarquons que I, .(k,i) = 0 si ;1 = Tip1 0U Yp—1 = Ypr1 (puisque Left (k) =

Right (k) =0 dans ce dernier cas).

On remarque que Z - (k1) dépend de la position de z;_; par rapport au n—chemin 7 en
Yk, et T (k,i) dépend de la position de x;;;. Remarquons aussi que Z, .(0,7) = 0 pour
tout ¢ € {0,...,q} si m n’est pas fermé puisque la propriété P(m,c) impose que z; # yo
pour i € {0,...,q} dans ce cas. En effet, sinon Z, .(0,7) ne serait pas défini quand 7 n’est

pas fermé et x; = yp.
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Définition 6.4 (Nombre d’Intersection) Soit 7 = (yx)k—0..p un n—chemin et soit
¢ = (%;)i=0,.. 4 un n—chemin tels que la propriété P(m, c) soit vérifiée. Le nombre d’inter-
section du n—chemin 7 et du n—chemin c, noté I, ., est définit par:

Tre=3 Y Toclki) =Y Y Too(ki)=>_ > Zpo(ki).

k=0 i=0 k=0 i|z;=yj, i=0 klzi=y

Notation 6.4 Soient ™ = (y)g—o,.., un n—chemin et ¢ = (x;);—o,. , un n—chemin tels

que la propriété P(m, ¢) soit vérifiée, alors, pour h € {0,...,p} et L € {0,...,¢q} on note:

p—1 q
7 ()= Teclk, 1) et T2 () = Y Tn o).
k=0 =0

Nous avons représenté dans la Figure 6.7 et la Figure 6.8 deux exemples de paires de
chemins. Alors que tout chemin fermé de surfels dans la surface discrete de la Figure 6.7
est réductible dans la surface entiere, cela n’est pas vrai pour la surface de la Figure 6.8. En
effet, les deux chemins dessinés sur cette figure ont un nombre d’intersection de +1 selon
les orientations respectives de leur paramétrisations, et ceci sera suffisant (en utilisant
les propriétés qui seront établies dans la suite) pour montrer qu’aucun des deux n’est

réductible.

|
= gl

=
——
—
—

S

=

ST

s SRR

—

-‘--
T ==

F1G. 6.7: Un v—chemin ¢ (en gris)
et un e—chemin m (en noir) tels que Fic. 6.8: Un v—chemin c et un

Z..=0. e—chemin m tels que I, .= *£1.

Remarque 6.4 Le nombre d’intersection L.. n'est pas défini quand le chemin m =
(Yk)k=0,...p Nest pas fermé et que des surfels de ¢ appartiennent a {yo,y,} (i.e. quand
P(m,c) nest pas vérifie). Cependant, I, . est bien défini dans la cas ot ¢ = (2;)i=0...4
n'est pas fermé et m* contient soit l'un soit deux des surfels xy et x,. Dans ce dernier cas,

I peut ne pas étre entier (voir Figure 6.9).
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« gandc

F1G. 6.9: Le nombre d’intersection Z., n’est pas défini puisque 7" contient une des

extrémités de c. Toutefois, I, .= £0.5.

Remarque 6.5 Par définition de L, ., on a I;. =0 sim ou bien c est un chemin trivial

(Définition 1.12).
Dans les preuves données par la suite, nous utiliserons la définition suivante :

Définition 6.5 Soit m un n—chemin dans ¥ et ©" = (y(,y;) un fn—chemin dans 3 de
longueur 1. On dit que 7' entre dans 7 si y,, ¢ 7 et y) € 7 ; et on dit que 7’ sort de

siy, € T ety & .

6.2 Propriétés principales

Dans cette section, nous introduisons les théoremes principaux concernant le nombre
d’intersection et qui ont été présentés dans [FM99b] et [FMb] avec des preuves moins
completes. En effet, les preuves qui seront données ici sont plus concises que celles des

articles mentionnés précédemment.

Théoréme 9 Soit m = (yi)k=0,..p un n—chemin dans ¥ (n € {e,v}). De plus, soient
¢ = (T3)iz0,..q €t ¢ = (2})izo,. 4 deur m—chemins tels que P(m,c) et P(w, ) soient
vérifiées. Si ¢ est n—homotope a ¢ dans ¥ (dans X\ {yo,y,} si m nest pas fermé), alors

Iﬂ',c - Iw,c’ .

En d’autres termes, le nombre d’intersection entre un n—chemin 7 et un n—chemin c,

tel que défini dans la section précédente, est invariant par déformation homotopique du
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chemin c. Tout d’abord, nous montrons la proposition suivante qui établit une propriété

de commutativité du nombre d’intersection (& un changement de signe pres).

Proposition 6.2 Soit m = (yx)k—o...p un n—chemin de ¥ et ¢ = (x;)i—o,.. 4 un n—chemin

de 3 tel que les propriétés P(m, c) et P(c,m) soit vérifiées. Alors, Iy, = —T..

La propriété établie par le Théoreme 9 peut étre utilisée avec la Proposition 6.2 pour
montrer qu'un n—chemin fermé « (n € {e,v}) n’est pas n—homotope & un chemin trivial,
ceci en trouvant un n—chemin 3 dont le nombre d’intersection avec « est différent de zéro.
D’une maniere plus générale, il peut étre utilisé pour distinguer deux n—chemins qui ne
sont pas n—homotopes si leurs nombres d’intersection avec un troisieme n—chemin est

différent.

En effet, le théoreme suivant est une conséquence immédiate du Théoreme 9 et de la

Proposition 6.2.

Théoréme 10 Soient ™ = (yi)k=o,..p €t ™ = (Y})k=0,. p deuz n—chemins dans ¥ (n €

{e,v}). De plus, soit ¢ = (z;)i=o,. 4 un "—chemin tel que les propriétés P(m,c), P(n',c),
Plc,m), et P(c,n’) soient vérifiées. Si ' est n—homotope a m dans ¥ (dans ¥\ {zo, 24}

si ¢ n’est pas fermé), alors I .= Ty .

Preuve : D’apres la Proposition 6.2 et puisque P(7,¢) et P(ec,7) son vérifiées on a
Zr. = —ZI.,. D’autre part, toujours d’apres la Proposition 6.2 et puisque P(7’,¢c) et
P(c,7") sont vérifiées on a Z . = —Z. . Finalement, d’apres le Théoreme 9, puisque
P(c, ) et P(c, ') sont vérifices ; et comme 7’ est n—homotope a 7 dans ¥ (dans X\ {z, z,}

si ¢ n'est pas fermé) alors Z. , = Z, v. O

La preuve du Théoreme 9 viendra apres la section suivante dans laquelle sont établies

plusieurs propriétés utiles du nombre d’intersection.

6.3 Propriétés utiles

6.3.1 Changement de signe par permutation des chemins

Proposition 6.3 Soient m un n—chemin et ¢ un n—chemin tels que P(m, c) est vérifiée.

Alors Ly . = —Lp-1 .
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Avant de montrer la Proposition 6.3, nous posons tout d’abord les lemmes suivants.

et Right (k) = Left,.-1(p — k) pour tout k € {1,...,p—1}. De plus, si w est fermé, alors
Left (0) = Right,.1(0) et Right.(0) = Left,.1(0).

Preuve : Soient m = (Yi)k=o,.p €t 7" = (Y} k=o0,...p-

Si 7 est fermé, alors yo = g, y1 = y,_; et yp,—1 = ;. Soit B =C,,_,(yo) = (B, ...,pB%)
la paramétrisation canonique de N,(yo) associée a y,—1. Et soit hy l'unique entier de
{1,...,1o} tel que y,_; = B™. Si hy = Iy il est immédiat que Left, (0) = Right.—1(0) =
Right_(0) = Left_1(0) = (. Si hg < ly alors de la méme maniere le chemin ' =
(pho, g+t pl).(8% 3L, ..., 3") est la paramétrisation canonique du v—voisinage
Ny(yo) = Nu(yo) associée au surfel y, | = y; (voir Définition 6.1). Finalement, d’apres la
Définition 6.2, Left, (0) = Right,.-1(0) et Right, (0) = Left,.-1(0).

Maintenant, pour tout k € {1,...,p — 1} on remarque que yx = ¥, , Y1 = y(p_k)ﬂ
et Y1 = y(p_k)_l . Pour un tel k, soit v = Cy,_,(yx) = (7%,...,7") la paramétrisation

canonique de N, (yx) associée a yi_1. Et soit h 'unique entier de {1,...,1} tel que yx41 =

A

Si h = [ il est immédiat que Left, (k) = Right.-(p—k) = Right, (k) = Left,.-.(p—k) = 0.
Si h < [ alors il est aussi immédiat que v = (7", /"1, ... 4).(7% 4%, ..., ") est la
paramétrisation canonique de Ny (y;,_,) = N,(yx) associée au surfel yi, ;) | = ypi1 (voir
Définition 6.1). Finalement, d’apres la Définition 6.2, Left, (k) = Right,-.(p — k) et
Right (k) = Left,. - (p— k). O

..........

un n—chemin de longueur q dans ¥ tel que P(mw,c) soit vérifiée. Alors, L, (k,i) =
—Ti-1(p — k,i) pour tout k € {1,...,p — 1} et tout i € {0,...,q}. Si 7 est fermé,
alors T o(0,1) = —Z,-1.(0,4) pour tout i € {0,...,q}.

Preuve : Soit 771 = (yi, ... ,Yp)- D’apres le Lemme 6.5, on a Right, (k) = Left, -1 (p —
k) and Left (k) = Right,—.(p — k) pour tout k € {1,...,p — 1}. Alors, suivant la
Définition 6.3, on a Z .(k,i) = —Z,-1.(p — k,7) pour i € {0,...,¢}. Si 7 est fermé
et toujours d’apres le Lemme 6.4 et la Définition 6.3, on a Right, (0) = Left,-1(0) et
Left..(0) = Right,.1(0) de sorte que Z .(0,7) = —Z,-1.(0,4) pour tout i € {0,...,¢}. O
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Preuve de la Proposition 6.3 : Soient 7 = (yo,...,¥yp), 7 ' = Y0, ---»y,) et ¢ =
(20, ..., 2q).
[ a p—1 ¢
Iﬂ',c - ZI’IF7C<O’Z) + Iw,c(kai) (61)
L i=0 k=1 i=0
[ a p—1 ¢
Tere = | D To100,0)] + Tero(p — ki) (6.2)
L i=0 k=1 i=0

D’apres le Lemme 6.5, on a Z, .(k,i) = —Z,-1.(p — k,7) pour tout k € {1,...,p — 1}
et tout ¢ € {0,...,q}. De plus, si 7 n’est pas fermé et puisque P(m,c) est vérifiée, alors
Zrc(0,4) = Ip-1.(0,4) = 0 pour tout ¢ € {0,...,q} (puisque z; # yo pour de tels entiers
i). Si m est fermé et toujours d’apres le Lemme 6.5, on a Z, .(0,i) = —Z,-1 .(0,7) pour

tout ¢ € {0,...,q}. Finalement, Z, ., = —Z,-1 . d’apres les équations (6.1) et (6.2). O

Proposition 6.6 Soit 7 = (yx)k—o....p, un n—chemin et soit ¢ = (x;)i=o,.. 4 un n—chemin

tel que la propriété P(m, c) soit vérifiée ; alors I, = =Ty 1.
Afin de montrer la Proposition 6.6, nous établissons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 6.7 Soit 1 = (yr)k=o,..p un n—chemin de longueur p dans ¥ et soit ¢ =
(%i)izo,..q un m—chemin de longueur q dans ¥ tel que la propriété P(m,c) soit vérifiée.
Alors, Ir o(k,i) = =L .1 (k,q — i) pour tout k € {0,...,p— 1} et tout i € {0,...,q}.

Preuve : Soit ¢! = (xy,...,2,) tel que pour tout i € {0,..., ¢} on ait z; = z/_,.

e Pour i € {1,...,q — 1} on remarque que z; = x,_;, T;_| = a:’(qﬂ.)ﬂ et T4 = 33/((172‘)71'
Ainsi, suivant la Définition 6.3 pour un tel ¢, on a Z, .(k,i) = —Z, 1 (k, ¢ — i) pour tout

ke{0,...,p—1}.

e Pour i = 0, puisque zy = et x; = wj_;, on a aussi Zr.(k,0) = Z} (k,0) =
—Z_ . .(k,q)=—Zr.1(k,q—0) pour tout k € {0,...,p—1}.

e Pour i = ¢, puisque 7, = xj et 1,1 = ), on a aussi Z.(k,q) = I .(k,q) =
—Z;r’c_l(k, 0) = —Z,1(k,q — q) pour tout k € {0,...,p—1}.

Finalement, pour tout & € {0,...,p — 1} et tout @ € {1,...,¢ — 1} on a Z, .(k,i) =
—Tne(k,q—1). O
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Preuve de la Proposition 6.6 : Soit ¢c™! = (z, ... , ) tel que pour tout 7 € {0,...,q}

. o
on ait z; = x,_;. Alors,

p—1 ¢
Iﬂ,c == Zz-ﬂ,c(ku Z)
k=0 i=0
Mais, d’apreés le Lemme 6.7, on sait que Z,.(k,i) = —Z,.1(k,q — i) pour tout i €

{0,...,q} et tout k € {0,...,p— 1}. Il est alors immédiat que,

-1 gq

Iﬂ,c = Z Z _Iw,cfl(k% Z) = T4t

k=0 =0

=

6.3.2 Commutativité

Dans les preuves qui suivront, nous utiliserons la Proposition 6.2 qui a été introduite
dans la Section 6.2 et qui établit le fait que I’échange des roles joués par les deux chemins
dans la définition du nombre d’intersection aboutit a un simple changement de signe de
ce nombre d’intersection, quand une telle permutation est possible. En effet, dans le cas
ou 7 est fermé et ¢ ne l'est pas, alors, si au moins une des extrémités de ¢ appartient
a 7%, le nombre d’intersection Z; . est bien défini tandis que le nombre Z, . ne l'est pas.
L’idée de cette propriété de commutativité est résumé par la Figure 6.10 dans laquelle
on peut dire que c traverse m de gauche a droite en remarquant 'une ou l'autre des deux
propriétés suivantes :

— ¢ entre dans 7 par la gauche en a et sort de 7 par la droite de 7 en b, ou bien

— 7 entre dans ¢ par la droite de ¢ en a et sort de ¢ par la gauche de ¢ en b.

C
b T[

FiG. 6.10: Il y a deux facons de s’apercevoir que c croise ™ de gauche a droite.
On rappelle la Proposition 6.2 :

Proposition 6.2 Soient 7 = (yx)k—o..p un n—chemin dans ¥ et ¢ = (2;)i—0,.. 4 un

ni—chemin dans ¥ tels que P(m,c) et P(c,m) sont vérifiées. Alors, T .= —L. .
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Afin de prouver ce résultat tres intuitif, nous devons d’abord établir quelques lemmes

techniques.

Lemme 6.8 Soit m = (yi)k—o,. p un n—chemin dans ¥ et soit ¢ = (x;)i—o,.. 4 un n—che-

min de X tels que P(m,c) et P(e,m) soient vérifiées. Pour tout k € {1,....,p—1} (k €
{0,...,p—1} sim est fermé) et tout i € {1,...,q— 1}, on a I, o(k,i) = —Z. (i, k).

Preuve du Lemme 6.8 : Selon la Définition 6.3, les cas ou x; # yg, T;—1 = X;y1 OU
Yr—1 = Yr41 sont immédiats puisqu’alors Z .(k,i) = Z..(i,k) = 0. Aussi, on suppose
dans la suite de cette preuve que x; = yg, ;1 # Tiy1 €t Yp_1 # Yrs1. De fagon similaire,
si i1 = Yr—1 €t Tyl = Yga1, OU ST ;1 = Ypy1 €6 2,01 = Y1 il est immédiat que
Zro(k,i) =Z. (i, k) = 0. Alors, on peut aussi supposer dans la suite que {yx—1,Yrt+1} #

{x;_1,x;11}; restent alors les cas suivants:

Cas 1: z; 1 = yp1 (voir Figure 6.11) de sorte que Z_ .(k,i) = Z_ (i,k) = 0. Alors,
soit v = (7%...,9") = Cy_,(yx) = Cu_,(z;) la paramétrisation canonique de
Ny(yr) = N,(z;) et soit h 'unique entier de {1,...,1} tel que ypy1 = Y. D’apres
les hypotheses faites précédemment, z;1, ¢ {7° =+, 7"}

Si ;11 = 77 pour 0 < j < h alors ;1 € Right_(k) et h > j entrainent que
Ye+1 € Left, (i) (voir Définition 6.2). D’apres la Définition 6.3, on a alors Zf (k, 1) =
—ZS.(i,k) = 0.5 et finalement T, .(k, 1) = —Z. (i, k).

Si z;1 =7’ pour h < j <l alors x;,1 € Left_(k) et j > h entrainent que Yy €
Right (i) (voir Définition 6.2). D’apres la Définition 6.3, on a alors Z (k,i) =
—I7.(i,k) = 0.5 et donc Z, o(k, 1) = =L, (i, k).

Cas 2 x;1 = Y41 (voir Figure 6.11) de telle sorte que Z_.(k,i) = Z_ (i,k) = 0.
On remarque que Z, .(k,i) = —Z,—1.(p — k,i) et Z..(i,k) = —Z.~1(i,p — k)
(Lemme 6.5). Ainsi, on doit montrer que Z,-1.(p — k,1) = Z. .1 (i, p — k). Mainte-

/

nant, si 71 = (g}, . . . ,Yp) alors yr, =y, 4 et ypi1 = Y(p_1)—1 ; DOUS sommes ramenés

au cas précédent a 'indice p — k de 71,

Cas 3 ;11 = yrs1 (voir Figure 6.11) de sorte que Zf (k,4) = Z[ (i, k) = 0. On remarque
que Zro(k,t) = —Zp-1.(p — k,1) = L1 .1(p — k,q — ©) (d’apres le Lemme 6.5 et
le Lemme 6.7), de méme Z, ;(i,k) = Z.-1 -1(q¢ — i,p — k). Il est alors suffisant de
montrer que Z, -1 1(p —k,q— 1) = —Zp-1 n1(p—k,q—1). Si ¢t = (af,. .. ,xy) et
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-1 _ / / ) o - )
= (yp,--- ,yq) alors, d'une part z; = ;_;, Ti41 = Tlgoiy—1 €0 Tic1 = T(y_y41-

D’autre part, y, = y;,k mod p» Yk—1mod p = yzp_k)+1 mod p et Yk+1 mod p = yEp—k:)—]. mod p°
Nous sommes alors ramenés au cas 1 avec les indices (p — k mod p) et (¢ —i mod p)

1 -1

des chemins 7=+ et ¢

Cas 4 w41 = yr—1 (voir Figure 6.11) de sorte que Zf .(k,4) = Z, (i, k) = 0. On remarque
que Zy o(k,i) = =Ty 1 (k,q—1) et Zp o(c,m) = —Z.~1 (¢ — i, k) (Lemme 6.7). II est

alors suffisant de montrer que Z .1 (k,q—14) = Zo-1 (¢ —14,k). Si ¢ = (g, ..., 2})
/ .
q—i’

/ .

_ ) o ) o L.
alors z; = = Tio1 = Tiy_iy41 et r; = T(yp—15 C€ Cas est donc équivalent au cas

1.

Cas 5 Si {zir1, %1} N {yr_1,Ups1} =0
Soit v = (7%,...,9") = C,,_,(yr) la paramétrisation canonique de N,(yx) et soit
h T'unique entier de {1,...,1} tel que yr,1 = 7. Alors il existe m et m’ tels que
Y™ = iy et Y™ = x4, Puisque {241, i1} N {7° =41, 4"} = 0 on obtient que
{m,m'} c{1,...,h—=1}U{h+1,...,1—1}. Les cas suivants sont illustrés dans la
Figure 6.12.

i) Sil <m < m' < h alors

Y =0 )0 )00 ™)

est la paramétrisation canonique C,, ,(z;) de N,(z;). Aussi, on a {x;_1, 241} C
Right (k) et {7° = yr_1,7" = kgs1} C Left (i). Finalement, d’apres la Définition 6.3,
on obtient que Z, .(k, i) = Z. (i, k) = 0.

i1) Si 1 <m/ < m < h alors

’

S0 N O N C LRI D N G )
est la paramétrisation canonique C,, , (z;) de N, (x;). Alors, {x;_1,x;41} C Right, (k)
et {7\ = yp_1,7" = krp1} C Left (i). Finalement, d’aprés la Définition 6.3, on ob-

tient que Z, o(k,i) = Z. (i, k) = 0.

iii) Si h <m < m/ <[ alors

’ ’

Y= ) D). (Y ™)
est la paramétrisation canonique C,,_, (z;) de N,(x;). Alors, {x;_1,x;11} C Left, (k)

et {7° = yp_1,7" = kpy1} C Left.(i). Finalement, d’apres la Définition 6.3, on
obtient que Z, .(k, i) = —Z. (i, k) = 0.
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iv) Si h <m' <m < alors

’

7 = (fy ”r’)/l)(f‘)/ ’77’1)(7 "“’r’ym/)‘(fym,“.’f)/m)

est la paramétrisation canonique C,, | (z;) de N,(x;). Alors, {x;—1,x;11} C Left, (k)
et {7\ = yr_1,7" = krs1} C Right (i). Finalement, d’aprés la Définition 6.3, on
obtient Z .(k,i) = —Z. (i, k) = 0.

v) Si0<m<h<m <l alors

m/

Y =00 D00 ™)

est la paramétrisation canonique C,, ,(x;) de N,(x;). Il est alors immédiat que
T,y € Right_(k), xiy1 € Left (k), yo_1 = 7° € Left (i) et ypr1 = 7" € Right(i).
Finalement, d’aprés la Définition 6.3, on obtient Z .(k, i) = —Z..(i,k) = +1.

vi) S10<m' <h<m <l alors
Y =) ) )
est la paramétrisation canonique C,, , (x;) de N,(x;). Alors, x;_y € Left (k), ;41 €

Right (k), yr_1 = 7° € Right (i) et ypy1 = 7" € Left (7). Finalement, d’apres la
Définition 6.3, on obtient Z (ki) = —Z. (i, k) = —1.

FAVIdHE

| Casl | Cas?2 |

\ it R I

-
-

|

F1G. 6.11: Illustration des cas examinés dans la preuve du Lemme 6.8 quand {x;_1,2;1}N

{Ur—1, Y1} # 0

O

La définition suivante nous permettra d’utiliser le Lemme 6.8 pour les indices corres-

pondant aux extrémités du chemin ¢ ou du chemin 7 de ce lemme quand le chemin en

question est fermé.

Définition 6.6 (décalage) Soit m = (yx)k—o...p un n—chemin fermé dans ¥ de longueur

p > 1. On note Sh(w) (pour shift) le n—chemin fermé (Yp—1,%0,--.,Yp—1) qui est le
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KEKAALY

i iv)

F1G. 6.12: Illustration des cas examinés dans la preuve du Lemme 6.8 quand {x;_ 1,21} N

{1, Yk} =0

résultat d’un décalage des surfels de w d’une valeur d’indice dans la direction opposée a

sa paramétrisation.
On aura aussi besoin du lemme suivant.

Lemme 6.9 Soit 7 = (yi)k=0,..p un n—chemin fermé dans ¥ et soit ¢ = (x;)i=o,..q UN

n—chemin dans X. Si 7 est de longueur p > 1, alors I .(0,7) = Zsp(x)c(1,4) pour tout

i€{0,...,q}.

Corollaire 6.10 Soit T = (yi)k=0,..p un n—chemin fermé dans ¥ et soit ¢ = (z;)i=o,. 4

un n—chemin dans X, alors Ly . = Tsp(x),c-

Preuve du Lemme 6.9 : Soit Sh(m) = (y,...,¥,) tel que y,_1 = Yo, yo = y; et
Y1 = yp. Alors, on a Right (0) = Rightg,(1) et Left (0) = Leftg,(1) de sorte que
Trc(0,%) = Zgp(my,c(1,7) pour tout i € {0,...,q}. O

Lemme 6.11 Soit @ = (yk)k=o,..p, un n—chemin et soit ¢ = (x;)i=o,..q un n—chemin
fermé dans . Si c est de longueur ¢ > 1, alors Ly sp(c)(k,1) = Ly (K, 0) + Ly (K, q) pour
tout k € {0,...,p}.

Corollaire 6.12 Soit m = (yj)k—o,.., un n—chemin et soit ¢ = (z;)i=o,. 4 un T—chemin

fermé dans X, alors Iy . = Ly sp(c)-

Preuve du Lemme 6.11 : Soit Sh(c) = (xq,...,7;) tel que x,1 = x5, 1o = 7] et
z1 =y On a Iy sy (K, 1) =1 g, (k, 1) —I—I:Sh(c)(k, 1). Puisque x¢ = 2 et 4,1 = 1z
on a I;Sh(c)(k,l) = I, .(k,q) pour tout k € {0,...,p}. De plus, puisque o = w7 et
zi=xyonally  (k1)=1IF(k0)pour tout k € {0,...,p}.
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Finalement, Zr s (k,1) = I} (k,0) + I .(k,q) pour tout k& € {0,...,p}; mais suivant
la Définition 6.3, on a Z .(k,0) = Z, .(k,0) et Z_ .(k,q) = Ir (k,q). O

Afin de montrer la Proposition 6.2 nous aurons besoin des deux lemmes suivants qui
établissent le “comportement” des contributions au nombre d’intersection des extrémités

de chacun des chemins 7 et ¢ de cette Proposition.

=U,..., =U,...,

dans X. Alors, L, .(0,1) = —(Z. x(i,0) + Z. (i, p)) pour tout i € {1,...,q—1}.

Preuve : D’apres le Lemme 6.9, 7, .(0,7) = Zg(x)c(1, 7). Ensuite, d’apres le Lemme 6.8
et pour tout ¢ € {1,...,¢— 1}, on a Zgp(n)c(1,%) = —Zc gn(x) (4, 1). Maintenant, puisque
est fermé et suivant le Lemme 6.11, on obtient que —Z () (i, 1) = —(Zex (2, 0)+Ze 2 (7, p)).
O

Lemme 6.14 Soit T = (Yx)r=0

ooy 1=0,...,

min fermé dans X. Alors I, .(0,0) + Z;.(0,q) = —(Zc(0,0) + Z.~(0,p))

Preuve : D’apres le Lemme 6.9, 7. .(0,0) + Z: c(0,q9) = Zgn(n),c(1,0) + Zsn(m),(1,9)
et d’apres le Lemme 6.11, Zgp(r)o(1,0) + Zsn(n),e(1,9) = Zsn(r),sn(e)(1,1). Alors, suivant
le Lemme 6.8, Zgn(x),sn(c)(1,1) = —Zsn(e),sn(x)(1,1). Un nouvelle fois, le Lemme 6.9 en-
traine que —Zgu(e),sn(m)(1,1) = —Zesnm(0,1) alors que le Lemme 6.11 implique que
~Ze,sn(m)(0,1) = =(Zex(0,0) + Zex (0, p)).

Finalement, on obtient que Z, .(0,0) 4+ Z (0, ¢) = —(Z..x(0,0) + Z. »(0,p)). O

Preuve de la Proposition 6.2 : La somme de la Définition 6.4 peut étre écrite de la
maniere suivante :

q—1
Tre = Zre(0,0) + Zro(0,q) + > e o(0,0) + (6.3)
=1
p—1 q—1

> N Zrolk, 0) + Zoclk,q) + Y Tnolk,d)

k=1 i=1

e Si 7 est fermé alors le Lemme 6.13 implique que Z .(0,¢) = —Z. »(,0) — Z. (¢, p) pour
q-—1 q—1

i€{l,...,¢—1}. Donc, ZI” (0,7) = Z [Z:.x(1,0) + Z. = (2,p)]. De plus, d’apres le

Lemme 6.8, Z, .(k,i) = Im(@ k) pour fout k e{l,...,p—1}ettoutie{l,...,q—1}.
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Ainsi, I’équation (6.3) devient:

q—1
Tre = Zee0,0) + Zro(0,0) + Y —[Zer(i,0) + Lo (i, p)] + (6.4)
=1
p—1 q—1
Tro(k,0) + Zro(k,q) + Y Tonlisk)
k=1 =1

— Si c est fermé, alors le Lemme 6.13 implique que Z. (0, k) = —(Zr (k,0)+Z: (K, q))
(6

pour k € {1,...,p— 1} de sorte que 'équation (6.4) devient :
q—1
:Z-TI',C = Iﬂ',c(07 O) + Irr,c(oa q) - [Ic,ﬂ(ia 0) + :Z-C,ﬂ(i7p>] + (65)
=1
p—1 q—1
> | =Zex(0, k) Ic,ﬂ(z',k)]
k=1 i=1

Si 7 et ¢ sont des chemins fermés, on obtient d’apres le Lemme 6.14 que Z; .(0,0) +

Z.0(0,q) = Z..r(0,0) + Z...(0, p). Alors,

q—1
Tre = —(Zon(0,0) + Zo2(0,p)) = O [Zon(i,0) + Lon(i,p)] + (6.6)
=1
p—1 q—1
Lo (0,k) = Y Ton(i k)
k=1 i=1
q—1 p—1 ¢q—1
ITr,c = - Z [Ic,ﬂ(i? O) + Icﬂr(ivp)] - ICJT(Z.’ k) (67)
i=0 =1 i=0
qg—1 q—1 p—1 g—1
Toe = =Y Zeai,0) =Y Tonlisp) = Y Y Toalisk) (6.8)
i=0 i=0 k=1 i=0
p q—1
ITr,c = - Z Zz—c,w(ia k) = _IC,’II'
k=0 i=0

— Si ¢ n'est pas fermé et puisque P(c, m) est vérifiée, alors Z. .(0,k) = Z, .(k,0) =
Zro(k,q) = 0 pour tout k € {0,...,p}. Ainsi, 'équation (6.4) devient:

q—1 p—1 g—1
ITI',C = Z (ICW(Z O>+Ic7rlp ZZICW
Z:t;—l k:lpzzllq 1
Iee = _ZI” (1,0) ZI” i,p)) ZIM(Z,k)
z:pl - o =1 i=1
Tre = =Y Loalik)=— Zon(is k)
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Puisque Z. (0, k) = 0 pour tout k € {0,...,p},

—

q— p
Imc = - IC,T(‘(Z.’ k) = _Ic,7r
k=0

I§
o

A

e Si m n'est pas fermé et puisque P(m, c) est vérifie, alors Z,.(0,i) = Z.(p,i) =

q
Zer(4,0) =Z. . (i,p) = 0pouri € {0,...,q} desorte que ZIM(O, i) = 0. L’équation (6.3)

i=0
devient :

p—1 q—1

Tro(k,0) + Zro(k,q) + Y Tro(k 2)]

k=1 i=1
D’apres le Lemme 6.8, Z, .(k,i) = —Z. (i, k) pour tout k € {1,...,p — 1} et tout i €
{1,...,q— 1}. Donc,

p—1 q—1

Tre= >  |\Trelk,0) + Trc(k,q) = > Ton(i k) (6.10)
k=1 i=1

— Si ¢ est fermé, alors le Lemme 6.13 implique que Z, .(k,0) +Z, .(k,q) = —Z. (0, k)
pour tout k € {1,...,p— 1} et 'équation (6.10) devient:

[y

p—1 q— qg—1 p—1
Iﬂ',c = _Ic,ﬂ’ (27 k) = _Ic,ﬂ’ (27 k)
14 =0 k=1

i

e
Il
Il
o

De plus, Z,. »(i,0) = Z. (i, p) = 0 pour tout i € {0,..., g} puisque 7 n’est pas fermé
et P(m, ) et vérifiée, ainsi:

-1 p
ITI',C - _Ic,ﬂ' (27 k) - _Ic,7r
i=0 k=0
— Si ¢ n’est pas fermé alors Z .(k,0) = Z, .(k,q) = 0 pour tout k € {0, ..., p} puisque
P(c, ) est vérifiée. L’équation (6.10) devient :

p—1 qg—1

ZZI” i,k)

k=1 1=1
D’apres le Lemme 6.8, on a Z, .(k,i) = —Z. (i, k) pour tout k € {1,...,p— 1} et
tout 7 € {1,...,q— 1}. Alors,
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6.3.3 Propriété d’additivité
La Proposition 6.15 sera elle aussi utile pour les preuves qui suivront.

Proposition 6.15 Soit m = (yx)k—o...p un n—chemin dans ¥ ; et soient ¢ = (2;)i=0...q

Dizo,..q deur m—chemins dans ¥ tels que x, = x;. Si P(w,c) et P(m, ) sont

et ¢ = (]

vérifiées, alors Ly co = Lo+ Ly .

Preuve de la Proposition 6.15 : Calculons Z, .~ avec c¢.c' = (zp, ..., 24+q). 1l est

suffisant de montrer que pour k € {1,...,p — 1} (pour k € {0,...,p} si 7w est fermé):

q+q’ q a
ZIW,C.C,(k7i) - Z-’Z—ﬂ',c<k7i> + ZIW,C’<k7i) (611>
i=0 i=0 i=0
On écrit simplement que pour k € {0,...,p— 1} (k € {0,...,p} si 7 est fermé):
q+q q—1
Z Iﬂ',C.C/ (k}, Z) = Irr,c.c’ (ka O) + Z Iﬂ',C.C/ (k’, Z) + Iﬂ',C.C/ (k, Q) (612)
=0 =1
at+q'—1
+ Z Iﬂ',c.c’(ka Z) + Iﬂ',c.c’<k7 q + q/)
i=q+1

Maintenant, pour un tel k on remarque que Z, .(k, 0) = Z .(k, 0) d’apres la Définition 6.3.

Puisque 2o = z et ¥1 = z; on obtient que Z} (k,0) = Z7_,(k,0) qui est aussi égal &

Zr o (k,0) d’apres la Définition 6.3. De la méme fagon, on montre que Z .. (k, ¢+ ¢') =
Ino(k,q).

Pour i € {1,...,q — 1}, on a Z, . (k,i) = I, .(k,?) puisque z; = z;, x;i_1 = 2z;_1 €t
Tit1 = Ziy1. De méme, pour i € {¢+1,...,q+¢ — 1}, on a I, .o (k,i) = Ty (k,i — q)
puisque T; = Zi_q, Ti—1 = Z(i—q)-1 € Tix1 = Z(i—q)+1-

De plus, on a Zr o (k, q) = I, o (k,q) + I} . (k,q). Alors, on remarque que Zy .(k, q) =
T-.(k,q) et Tpo(k,0) = T, (k,0). Mais, T (k,q) = T,

m,c.c!
_ A + _ 7+
Ty-1 = Zg—1. De méme, Z7 ,(k,0) =T

ITI',C.C/(k7 q) = Iﬂ,c(ka Q) + Iﬂ,c’(k7 0)

(k,q) puisque z, = z, et

(k,q) puisque z{, = z, et 2] = z,4;. Finalement,

En remplagant les termes correspondants dans I’équation (6.12) on obtient que:

q+q [g—1
ZIW,C.C,(k7i) = Iw,c’(k70)+ Zzﬂ,c(k7i) +I7r,c(k7q)
1=0 | i=1
-1
+ Teoh,0)+ D Zew(hy)| +Zne(k,q)
| i=1
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ou encore,
q+q’ q q
ZIﬂ,c.c/<k7 Z) = Z Iﬂ,c(ka Z) + ZIﬂ',C/<k7 Z)
1=0 =0 1=0

Finalement, Z, .o = Ly o + Zp . O

Corollaire 6.16 Soient @ = (yx)r=o..p €t ™ = (Yi)k=o...p deux n—chemins dans une
surface discréte ¥ tels que y, = yj, ; et soit ¢ = (x;)i=o,. 4 un "n—chemin dans ¥ . Si les

propriétés P(m,c), P(n',c), P(c,m) et P(c,n’) sont vérifiées alors Lp o =Lr e+ Lo .

Preuve : Puisque P(c,m) et P(c,m) sont vérifiées il est immédiat que P(c,m.7’") Vest
aussi. Alors, d’apres la Proposition 6.2, on a Z; . = Z. . Maintenant, d’apres la
Proposition 6.15 on obtient que Z. r » = Z.» + Z. . Mais, d’apres les hypotheses de ce

corollaire et toujours en utilisant la Proposition 6.2 onaZ., =7, et Zo o =Ly .. O

6.4 Preuve des théoremes principaux

La preuve du Théoreme 9 est légerement différente selon que (n,n) = (e,v) ou (n,n) =
(v, e). Toutefois, dans les deux cas, nous définirons tout d’abord une relation de déformation
entre chemins (qui est en fait équivalente a la relation d’homotopie, comme établi par la
Proposition 6.24 et par la Proposition 6.17 respectivement pour n = v et n = e).

Pour n = v, cette nouvelle transformation est basée sur l'insertion de triplets de surfels,
ou sur l'insertion de demi-tours dans un chemin. Alors, la Proposition 6.18 établira le
fait qu’un triplet de surfels a toujours un nombre d’intersection nul avec n’importe quel
e—chemin (& condition que ce e—chemin soit fermé, sinon le triplet ne doit pas rencontrer
une extrémité du e—chemin). Pour n = e, cette nouvelle déformation repose sur I'insertion
de e—loops de surfels (Définition 6.10), ou bien sur l'insertion de demi-tours dans le
chemin. Alors, la Proposition 6.25 établira de maniere similaire a la Proposition 6.18
quun e—loop a toujours un nombre d’intersection nul avec un v—chemin quelconque
(a condition que ce v—chemin soit fermé, sinon le e—loop ne doit pas rencontrer une
extrémité du v—chemin).

Finalement, en utilisant la Proposition 6.15, une preuve immédiate du Théoreme 9 pour

n = e et n = v sera donnée.
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Remarque 6.6 Tout en restant général, on suppose dans cette section que tous les che-
mins mentionnés vérifient la propriété suiwvante : deux surfels consécutifs dans un chemin

sont distincts.

6.4.1 Un autre définition de la v—homotopie pour les chemins

Tout d’abord, nous introduisons la notion de 7 —déformation élémentaire qui permet de

définir immédiatement la relation de 7 —déformation.

Définition 6.7 (demi-tour) Un n—chemin fermé simple 1 = (xo,21,z0) dans ¥ est

appelé un demi-tour dans .

Définition 6.8 (triplet) Un v—chemin fermé simple m = (x¢, 1, T2, o) inclus dans un

loop de ¥ est appelé un triplet dans X.

Définition 6.9 Soit X C X, et soient ¢ = (x;)i=0,.. 4 €t ¢ = (2})i=0,..¢ deux v—chemins
dans X. Le chemin ¢ est appelé une T —déformation élémentaire de ¢ dans X (et on
note ¢ ~r ') si ¢ = m.(s).my et ¢ = m.ym; ou sic = myme et ¢ = m.(s).m.
Ou v est un demi-tour de s a s dans X, ou bien v est un triplet de s a s dans X.

On définit le relation de T —déformation comme la fermeture transitive de la relation de

T —déformation élémentaire.

En d’autres termes, la relation de 7 —déformation élémentaire relie deux v—chemins qui
sont quasiment identiques sauf que I'un est obtenu par insertion dans I’autre d’un triplet
de surfels qui appartiennent & un meéme loop, ou bien par insertion dans 'autre d’un

demi-tour. Maintenant, on peut établir la proposition suivante :

Proposition 6.17 Soit X C X. Deux v—chemins ¢ et ¢ sont v—homotopes dans X si

et seulement si ils sont équivalents a une T —déformation pres.

Preuve : Tout d’abord, une 7 —déformation élémentaire est un cas particulier de
v—déformation élémentaire pour laquelle les v—chemins v et 7' de la Définition 2.10
sont des chemins fermés, dont I'un est réduit a un unique surfel et I'autre est un triplet
ou un demi-tour, et qui sont donc tous les deux inclus dans un loop, i.e. une cellule de
déformation élémentaire. Il est alors immédiat que si deux v—chemins sont équivalents a

une 7 —déformation pres, alors ils sont v—homotopes.
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Maintenant, il est suffisant de prouver que, si deux v—chemins sont identiques a une
v—déformation élémentaire pres, alors ils sont équivalents a une 7 —déformation pres.
Soient ¢ et ¢ deux v—chemins identiques a une v—déformation élémentaire pres, i.e.
c=m.y.m et ¢ = w1y .mg ou y et 4/ sont deux chemins ayant les mémes extrémités et
inclus dans un méme loop.

On montre tout d’abord que tout v—chemin o = (ay,...,a;) de longueur [ supérieure
a 1 et inclus dans un loop est une 7 —déformation du chemin (ag, ap). On proceéde par
induction sur la longueur /. Soit a; un v—chemin inclus dans un loop £ et de longueur
l.. On distingue deux cas:

e Soit a, = (ap,a1), ou bien

e «y est un chemin de longueur [, > 2. Dans ce cas, o = w.(a,b,c) ou {a,b,c} C L et
w peut étre réduit a (a) si I = 2. Alors le chemin «y, est une 7 —déformation élémentaire
du chemin o = w.(a,b,c).(c,b,a,c).(c). Maintenant, o/ = w.(a,b).(b,c,b).(b,a,c) est
une 7 —déformation élémentaire du chemin o’ = w.(a,b,a,c) qui est lui-méme une
7 —déformation élémentaire du chemin aj,; = w.(a,c). On obtient que le chemin «y
est une 7 —déformation du chemin ay,1 = w.(a,c), qui est un chemin de longueur
lgrr =l — 1.

Finalement, ou bien le chemin «ay, est de longueur 1 ou bien il est prouvé que ay est une
T —déformation d’un chemin oy, dans X dont la longueur est inférieure a celle de ay.
Par induction, en posant ay = « , il doit exister un entier &' > 0 tel que ay soit de
longueur 1 (i.e agr = (ao, ap)) et qui soit une 7 —déformation de a.

Alors, nous venons de montrer que les deux chemins v et +' sont équivalents a une
T —déformation pres dans X au chemin réduit a leurs extrémités. 11 est alors immédiat

que ces deux chemins sont eux-mémes équivalents a une 7 —déformation pres dans X. O

Nombre d’intersection avec un triplet

Dans cette sous-section, nous montrons la proposition suivante qui établit le fait qu’un
triplet ¢ (Définition 6.8) a un nombre d’intersection égale a zéro avec n’importe quel

e—chemin 7 pour peu que la propriété P(m, ¢) soit vérifiée.

Proposition 6.18 Soit ¢ un triplet dans ¥ et soit m = (yx)k=o,..p un e—chemin dans

tel que P(m, c) soit vérifiée. Alors, I, .= 0.
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Afin de montrer la Proposition 6.18, nous prouvons tout d’abord les deux lemmes suivants.

Lemme 6.19 Soit ¢ = (xg, x1,%2,x9) un triplet dans ¥. Alors, selon le sens de la pa-

ramétrisation de c, l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
- Vi €{0,1,2}, Left (i) N N(z;) = 0.

- Vi e {0,1,2}, Right,(i) N No(z;) = 0.

Preuve : Ce lemme est la conséquence de considérations locales. En effet, puisque pour
tout ¢ € {0,1,2} les trois surfels z;_1, x; et x;;; appartiennent & un méme loop, alors,
selon le sens de la paramétrisation, exactement un des intervalles entre z; _; et z;,1 dans
paramétrisation canonique de N, (x;) ne peut contenir de surfel e—adjacent a x;. Et il est
alors évident que cet intervalle coincide soit avec Left (i) pour tout i € {0,1,2} ou bien

avec Right (i) pour tout ¢ € {0,1,2}. O

Lemme 6.20 Soit ¢ = (xg, x1, T2, xo) un triplet dans 3. Alors, une des deux propriétés

sutvantes est satisfaite :

~ Zor = —0.5 pour tout e—chemin m de longueur 1 qui entre dans c et I., = +0.5

pour tout e—chemin m de longueur 1 qui sort de c.

~ Zor = +0.5 pour tout e—chemin m de longueur 1 qui entre dans c et L., = —0.5

pour tout e—chemin m de longueur 1 qui sort de c.

Preuve : Ce lemme est une conséquence directe du Lemme 6.19 et de la Définition 6.3.

O

Preuve de la Proposition 6.18 : Soient 7 = (y)k=0...p €t T = (Yn, Ynt1) pour h €
{0,...,p—1} tels que 7 = mp.my. ... .. Tp—1. Puisque c est fermé, alors la propriété P(c, ')
est vérifiée et puisque la propriété P(m, c) est aussi vérifiée, d’apres la Proposition 6.2 on
alpe=—Tcnr.

De plus, puisque ¢ est fermé, la propriété P(c, ') est vérifiée pour tout e—chemin 7" dans

3. Alors, la Proposition 6.15 entraine :

Ic,w - Ic,wo + Ic,7r1 + ...+ Ic,wq,1
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Tout d’abord, il est immédiat que Z. ., = 0 pour tout h € {0,...,p—1} tel que 7, n’entre
pas dans ¢ ni ne sorte de c. En effet, Z ,, est évidement égal & zéro si ¢* Nmj = 005 et
puisque ¢ est de longueur 3 il est aussi immédiat (d’apres la Définition 6.3) que Z. ., =0
quand 7; C c¢*. De plus, puisque 7 est soit fermé ou bien ¢* ne contient ni yy ni y,
(propriété P(m,c)), il est immédiat que le nombre de chemins 7, qui entrent dans ¢ est
égal au nombre de chemins 7, qui sortent de c. Alors, d’apres le Lemme 6.20, on obtient
p—1
que Z. . = ch,m = 0. Finalement, 7, ., = =2, = 0. O
h=0
Remarque 6.7 Le nombre d’intersection L, . d’un e—chemin m avec un triplet c est soit
égal a zéro, soit indéfini. En effet, si P(w,c) n'est pas vérifie, alors I, . n'est pas défini

(voir Figure 6.13).

F1G. 6.13: Z, . n’est pas défini puisque yo € c*, alors que I., = £0.5.

Maintenant, on peut terminer la preuve du Théoreme 9 pour n = e en utilisant les

Propositions 6.17, 6.15 et 6.18.

6.4.2 Preuve du Théoréeme 9 quand (n,n) = (e,v)

On donne ici la preuve du théoreme principal concernant le nombre d’intersection dans
le cas d'une v—déformation homotopique du v—chemin c.

Preuve du Théoréme 9 pour (n,7) = (e,v) : D’apres la Proposition 6.17 il est
suffisant de montrer le Théoreme 9 dans le cas ou ¢ est une 7 —déformation élémentaire
de ¢ dans X. Suivant la Définition 6.9, on peut supposer que ¢ = ¢1.(s).co et ¢ = ¢;.7.¢o,
ou vy est un demi-tour ou bien un triplet de s a s dans X. Puisque P(7,¢) est vérifiée,
il est immédiat que P(m, ¢p), P(m,y) et P(m,cy) sont aussi vérifiées. Alors, d’apres la

Proposition 6.15,on a Z, . =1Ly, +ZLry + Ly c,.
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Si 7y est un demi-tour dans X, i.e v = (7%, 71, 4%) ot 43 = 17°, alors il est immédiat d’apres
la Définition 6.3 que Z7_(0) = 0 et Z7_(1) = 0 de sorte que Z,, = 0. D’autre part, si v
est un triplet, alors Z , = 0 d’apres la Proposition 6.18.

Dans les deux cas, il reste que Z . =2y o, + Zr ey = Trcyco = Lrer. O

6.4.3 Un autre définition de I’homotopie pour les e—chemins

Définition 6.10 (e—loop) La paramétrisation (voir Définition 4.7) d’un loop contenant
un surfel x de 3 et qui commence au surfel x est appelée un e—loop de x a x dans X

(voir Figure 6.14).

F1G. 6.14: Un e—loop ¢ = (xg, x1, T2, T3, T4, T5, o) dans une surface discréte 3.

Tout d’abord, nous introduisons la notion de £—déformation élémentaire de telle sorte

que la relation de £—déformation suive immédiatement.

Définition 6.11 Soit X C X, et soient ¢ et ¢ deux e—chemins dans X. Le chemin c
est appelé une E—déformation de ¢ dans X (et on note ¢ ~g ') si ¢ = c1.(s).co et
= cy1.77.¢0, ou bien si ¢ = c1.y.09 et ¢ = ¢1.(8).co. Ou vy est un e—loop ou un demi-tour
de s a s dans X. Dans ce cas, on dit aussi que ¢ et ¢’ sont identiques a une E—déformation
élémentaire pres. On définit le relation de E—déformation (notée ~¢) comme la cloture

transitive de la relation de £—déformation élémentaire.

En d’autres termes, la relation de £&—déformation élémentaire relie deux e—chemins
qui sont quasiment identiques, sauf que I'un est obtenu par insertion dans l'autre d’un
e—chemin fermé simple inclus dans un loop. Maintenant, on peut établir la proposition

suivante :
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Lemme 6.21 Soit ¢ un e—chemin dans 3. Alors, soit ¢ est simple ou bien ¢ = ¢1.0.¢co

ou 3 est un chemin fermé simple de longueur supérieure a 1.

Preuve : Soit ¢ = (zo,...,2,). Alors, si ¢ n’est pas simple, soit h € {0,...,¢q} et soit
I €{0,...,q} tel que x,, = z; et | > h; et supposons que [ soit minimal pour cette
propriété. Ainsi, ¢ = (xg, ..., xp).(Th, ..., 1) (21, ..., 24) €t (Tp,...,2;) est simple. O

Lemme 6.22 Soit ¢ = (;)i—0,.. 4 un e—chemin dans X inclus dans un loop L de 3.

Alors, c est une E—déformation d’un chemin simple de xy a z, dans X.

Preuve : On procede par induction sur la longueur d’un chemin o* pour k > 0 avec a® =

c. Soit a* un e—chemin dans X de longueur [, et inclus dans £. D’apres le Lemme 6.21,
o est simple ou bien il existe un chemin fermé simple 3* de longueur supérieure a 1 tel
que of = ok .B*.ak. Puisque By est évidemment inclus dans £, alors 3% est un e—loop
ou bien un demi-tour dans X de sorte que a* est une £—déformation élémentaire du

k+1 k

= o¥.ak. De plus, le chemin o*+?

chemin o est de longueur I, < l;, puisque B* est
de longueur supérieure a 1. Comme la longueur [; est par définition supérieure ou égale
a zéro, on en déduit qu’il existe un entier [ > 0 tel que o est simple. De plus, pour

1

i=0,...,1 —1, le chemin o*! est une £—déformation élémentaire de o' de telle sorte

que o est une £—déformation de o® = 7. O

1

Lemme 6.23 Soit ¢ = (x;)i—0,.. 4 un e—chemin dans X. Alors, le chemin c.c™" est une

E—déformation du chemin trivial (xg,xo).

Preuve : La preuve de ce lemme est identique a celle du Lemme 2.4. O

Proposition 6.24 Soit X C 3. Deux e—chemins c et ¢ sont e—homotopes dans X si et

seulement si il sont équivalents a une £—déformation pres.

Preuve : Tout d’abord, une £ —déformation élémentaire est une e—déformation élémentaire
pour laquelle les e—chemins « et 7/ de la Définition 2.10 sont des chemins fermés, dont
I'un est trivial et 'autre est un e—chemin fermé simple inclus dans un loop, i.e. une cel-
lule de déformation élémentaire. Il s’ensuit immédiatement que si deux e—chemins sont

équivalents a une £—déformation pres alors ils sont e—homotopes.
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Maintenant, il est suffisant de montrer que, si deux e—chemins sont équivalents a une
e—déformation élémentaire pres dans X, alors ils sont équivalents a une £—déformation
pres dans X. Soient ¢ et ¢ deux e—chemins qui sont équivalents a une e—déformation
élémentaire pres, i.e. ¢ = ¢1.7.¢co et ¢ = ¢1.7.co o ¥ et 4/ sont deux chemins dans X
ayant les mémes extrémités et inclus dans un méme loop L.

D’apres le Lemme 6.22, le chemin «y [resp. 7/] est une £—déformation d’un chemin simple
B [resp. '] inclus dans L. Alors, ¢ ~¢ ¢1.0.c3 et ¢ ~ ¢1.3".co ou (3 et 3’ sont des chemins
simples.

Si 6 = /', alors il est immédiat que ¢ ~¢ .

Si 3 et ' ne sont pas identiques mais tous les deux fermés, alors 3 et (3’ sont des e—chemins
fermés simples dans £ donc ¢;.8.co ~g c1.c2 et ¢1.3.co ~¢ ¢1.¢co (Lemme 6.22). Alors,
c e (cr.c9) e .

Si (et 4 ne sont pas identiques et ne sont par fermés, soient a et b les deux extrémités de (3
qui sont dictinctes. Par définition d’un loop, il existe exactement deux e—chemins fermés
simples différents dans un loop entre deux surfels distincts de ce loop (voir Figure 6.14).
Puisque 8 # 3, alors 3* N 3" = {a,b}. On en déduit que le chemin $71.3" est un chemin
fermé simple de b & b dans £. Donc ¢;.3 ~¢ ¢1.3.871.3 .co. Mais, d’apres le Lemme 6.23,

c1.3.871 .3 .co ~¢ c1. .cy de sorte que ¢p.3.ca ~¢ c1./3.co. Finalement, ¢ ~¢ ¢. O

6.4.4 Nombre d’intersection avec un e—loop

Proposition 6.25 Soit ¢ un e—loop dans ¥, alors Z. . = 0 pour tout v—chemin m dans

Y tel que P(m,c) soit vérifiée.

Lemme 6.26 Soit ¢ = (z;)i—0o

Ve

g un e—loop dans X. Alors, selon le sens de la pa-

ramétrisation de c, 'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
- VieA0,...,q}, Left (i) Nc* =0 et Right.(i) C c*.

- Vie{0,...,q}, Right(i)Nc* =0 et Left (i) C c*.

Preuve : Ce lemme provient de considérations locales suivant la définition d’un e—loop,
celle d'une paramétrisation canonique du v—voisinage d'un surfel, et la définition des

ensembles Left et Right. O
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Lemme 6.27 Soit ¢ = (x;)i,..4 un e—loop dans X. Alors, selon le sens de la pa-

ramétrisation de c, l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

~ Zon = —0.5 pour tout v—chemin 7 de longueur 1 qui entre dans c et I, = +0.5

pour tout v—chemin w de longueur 1 qui sort de c.

~ Zex = 0.5 pour tout v—chemin © de longueur 1 qui entre dans c et I., = —0.5

pour tout v—chemin w de longueur 1 qui sort de c.

Preuve : Ce lemme est une conséquence directe du Lemme 6.26. O

Preuve de la Proposition 6.25 : Soient 7 = (Yx)k—0..p €t ™ = (Yn,Yn+1) pour

h € {0,...,p— 1} de telle sorte que ™ = my.75. . ... mp—1. Comme c est fermé, la propriété

P(e, ') est vérifiée pour tout v—chemin 7’ dans 3, et d’apres la Proposition 6.15 on a:
Ic,ﬂ' = Ic,7r0 + Ic,7r1 +...+ -,Z'—c,7rp_1

Tout d’abord, il est immédiat que Z. r, = 0 pour tout h € {0,...,p—1} tel que 7, n’entre
dans ¢ ni ne sorte de c. En effet, Z,. ;. est évidemment égale a4 0 quand 75 N¢* = 0; et dans
le cas ot 7 C c*, alors d’apres le Lemme 6.27 on obtient aussi Z, », = 0. De plus, puisque
7 est fermé ou bien alors ¢* ne contient ni yy ni y, (propriété P(m,c)), il est immédiat

que le nombre de chemins 7, qui entrent dans ¢ est égal au nombre de 7, qui sortent de

p—1
c. Alors, d’apres le Lemme 6.27, on obtient Z. . = ZIc,m =0.0
k=0

Remarque 6.8 Le nombre d’intersection Z., d’un e—loop ¢ avec un v—chemin 7 peut

ne pas étre égale a zéro si P(m,c) n’est pas vérifiée, comme illustré dans la Figure 6.15.

FI1G. 6.15: Un e—loop c et un v—chemin 7 tels que Z. . = £0.5.
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6.4.5 Preuve du Théoréeme 9 quand (n,7) = (v, e)

Preuve du Théoréme 9 pour (n,7) = (v,e) : Suivant la Proposition 6.24, il est
suffisant de montrer que Z, . = 7, » quand c et ¢ sont deux e—chemins identiques a une
E—déformation élémentaire pres dans X (dans X \ {yo,y,} si 7 n'est pas fermé). Alors,
soit ¢ = ¢1.7.¢2 et soit ¢ = ¢1.(s).co = ¢1.c2 ou 7y est un e—loop ou un demi-tour de s a s
dans X (dans X \ {vo,y,} si ™ n’est pas fermé).

Puisque P(m, ') est vérifiée, il est alors immédiat que P(7, c1), P(m,7v) et P(7, c2) le sont
aussi. Alors, suivant la Propriété 6.15, on a Zy c; y.co = Zrey + Ly + Lrc,-

Si vy = (Yo, y1.Y2) OU Yo = Yo est un demi-tour dans X (dans X \ {yo,y,} si m n’est pas
fermé), alors il est immédiat d’apres la Définition 6.3 et la Définition 6.4 que Z, , = 0.
Si v est un e—loop, alors P(vy,m) est vérifiée ainsi que P(m,~). Alors, d’apres la Pro-
position 6.2, on a I, = —Z,, et d’apres la Proposition 6.25, Z, = 0. Finalement,
Ly = Xne+1re, et d’apres la Proposition 6.15 il est immédiat que Z; o = 77 ¢, c, = Ly c.
O

Conclusion

Nous avons défini le nombre d’intersection entre un v—chemin et un e—chemin reposant
sur une surface discrete, et nous avons montré que ce nombre d’intersections “réelles”
entre deux chemins de surfels est invariant par déformation homotopique de I'un ou I’autre
des deux chemins. Le nombre d’intersection est un nouvel “invariant topologique” dans le
cadre des surfaces discretes. Alors, il peut étre utilisé pour prouver un nouveau Théoreme
de Jordan pour des courbes de surfels (prochain Chapitre). Dans le Chapitre 9, nous
utiliserons cet outil afin de démontrer un théoréeme important relatif a la caractérisation

de la préservation de la topologie dans les surfaces discretes.






Chapitre 7

Un nouveau Théoreme de Jordan

En utilisant le nombre d’intersection, on démontre aisément le nouveau théoreme de

Jordan discret suivant.

Théoreme 11 Si 7w = (yi)k—o,..p €St une paramétrisation d’une n—courbe fermée simple
de surfels dans une surface discréte ¥ qui n’est pas incluse dans un loop est qui est
n—réductible dans ¥ (i.e. ™ ~, (Yo,Yp)), alors ¥\ 7 posséde exactement deur compo-

santes n—connezxes.

Voir la Figure 6.7 pour un exemple de courbes fermées simples qui vérifient les hy-
potheses du Théoréeme 11 et la Figure 6.8 pour un contre-exemple (courbes qui ne sont
pas réductibles).

Dans la suite de ce chapitre, 7 = (y)g=0,..p €St un n—chemin qui vérifie les hypotheses

du Théoréme 11. Nous utiliserons les trois lemmes suivants :

Lemme 7.1 Pour tout k € {0,...,p}, les ensembles Left, (k) et Right. (k) sont tous les
deuzx non vides. De plus, yx est n—adjacent a un surfel o de Left (k) et m—adjacent a un

surfel B de Right (k).

Preuve : Supposons que Left (k) = (), alors, d’apres la Définition 6.2, yx_1 et 41 sont
e—adjacents. Ainsi, yg1 est e—adjacent (et donc v—adjacent) a la fois & yx et a yx_1.
Puisque 7 est de longueur supérieure a 3 (sinon 7* serait inclus dans un loop) on en déduit
qu'il existe un surfel y; & {yk—1, Yx, Yr+1} qui est n—adjacent & y,41; et ceci contredit le
fait que 7* est une n—courbe fermée simple. Alors, Left (k) # () et de fagon similaire on

montre que Right (k) # 0.
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Si n = e il est immédiat que Right (k) [resp. Left, (k)] contient un surfel « [resp. 5] qui
est v—adjacent a yy.

Si n = v alors on peut supposer qu'aucun surfel de Left (k) [resp. Right (k)] n’est
e—adjacent a y. Alors, cela entraine que i1 et yx_1 appartiennent a un méme loop de

telle sorte que ¢* n’est pas une v—courbe fermée simple. O

Lemme 7.2 I existe deux surfels a et 3 dans X2\ 7 qui sont n—adjacents d un surfel

yr de T et qui ne sont pas m—connectés dans 3\ 7.

Preuve : Soient a et § les deux surfels définis dans le Lemme 7.1. Maintenant, on
suppose l'existence d’'un n—chemin ¢ = (z;);—,.., dans X \ 7* entre les surfels a et 3,
n—voisins du surfel y,, et qui n’intersecte pas 7*. On note ¢ = (xg = a, ..., 2, = 5, Y, @)
qui est un m—chemin fermé. Alors, d’apres la définition des deux surfels « et (3, et par
définition du nombre d’intersection entre 7 et ¢/, on a Z, » = £1. Maintenant, puisque 7
est n—homotope & un chemin trivial et d’apres le Théoreme 9 (Remarque 6.5), on devrait
avoir Z, » = 0. Ceci contredit Iexistence du chemin ¢ (voir Figure 7.1 et Figure 7.2).

Alors, a et 3 ne sont pas m—connectés dans X \ 7*. O

Lemme 7.3 Soient yy et ypy1 deux surfels consécutifs de m pour k € {0,...,p}. Pour
tout surfel s ¢ ™, qui est n—adjacent a y, il existe un surfel t ¢ ©*, n—adjacent a Yg1,

et un n—chemin de s a t dans ¥\ 7*.

Ce lemme est illustré par la Figure 7.3. Preuve : Cas ou (n,n) = (e,v) Dans ce cas,
le lemme peut étre démontré par des considérations locales. En effet, on peut supposer
que Y41 partage en tant qu’aréte avec y;, Paréte orientée (0,1) de y,. Alors on considere

les cas suivants:

— yr_1 partage en tant qu’aréte avec y; l'aréte orientée (1,2) de y,. Alors, soit a le
surfel qui partage avec y; 1'aréte orientée (2,3) de yi et soit b le surfel qui partage
'aréte orientée (3,0) de yx. Ni a ni b ne peuvent appartenir a 7* (sinon, 7 n’est pas

une e—courbe fermée simple). Maintenant, pour tout surfel s de N,(yx) \ 7* on a:

— s € L4(yx) donc s est v—adjacent a yx11 € Lo(yk)-

— s € Lo(yx) donc s est v—adjacent (ou égal) a a qui est aussi v—adjacent a b,

lui-méme v—adjacent a yp1.
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— s € L3(yx) donc s est v—adjacent ou égal a b lui-méme v—adjacent & yy. 1.

— s € Lo(yg) donc s est v—adjacent ou égal & yx 1.

— yr_1 partage en tant qu’aréte avec y; l'aréte orientée (2,3) de yi. Alors, soit a le
surfel qui partage avec y; 'aréte orientée (1,2) de y; et b le surfel qui partage avec
yr laréte orientée (3,0) de yx. Ni @ ni b ne peuvent appartenir a 7*. Maintenant,

pour tout surfel s de N,(yx) \ 7* on a:

— s € Lo(yx) ou s € L1(yx) done s est v—adjacent ou égal & yg 1.
— s € Lo(yg) donc s est v—adjacent (ou égal) & a lui-méme v—adjacent & yy, 1.

— s € L3(yx) donc s est v—adjacent ou égal a b lui-méme v—adjacent a yx1.
— yr_1 partage avec y; l'aréte orientée (3,0) de yx. Ce cas est similaire au premier.

Dans tous les cas, nous sommes en mesure de construire un v—chemin dans ¥\ 7* de s

a un surfel ¢ qui est v—adjacent a ypq.

Cas ou (n,m) = (v,e) Puisque 7 est une v—courbe fermée simple, alors N, (yx) \
{Yk—1,Yrs1} = No(yx) \7*. De plus, Ny (yx)\{yr_1, Y11} possede exactement deux compo-
santes e,, —connexes qui contiennent chacune un surfel e—adjacent a y;, (Remarque 6.3).
De fagon évidente, yx11 est e—adjacent a chacune des composantes e,, —connexes de m*
précédentes. Alors, tout surfel s dans I'une de ces composantes connexes est e—connecté

dans ¥\ 7* & un surfel ¢ qui est e—adjacent & yx,1 (voir Figure 7.3). O

Preuve du Théoréme 11 : Soit y; un surfel de © pour k € {0,...,p}. D’apres le
Lemme 7.2 il existe deux surfels o et 3 dans 7 qui sont n—adjacents au surfel y, et
non n—connectés dans ¥\ 7. En particulier, 3\ 7* posseéde au moins deux composantes
n—connexes.

De plus, pour tout surfel z € ¥\ 7%, puisque X est e—connexe (Théoreme 6), alors il
existe un m—chemin ¢’ dans ¥\ 7* de z & un autre surfel ' qui est m—adjacent a un surfel
yp de 7 (h € {0,...,p}).

En utilisant autant de fois que nécessaire le Lemme 7.3, on voit que le surfel 2’ est
n—connecté dans 7 au surfel 2" de Nu(yx) \ {yk—1, Yrt1}-

Si n = v et puisque Left, (k) et Right, (k) ne peuvent contenir d’autres surfels de 7 que
Yr—1 et yrr1 de sorte que Left, (k) U Right (k) = Ny(yk) \ {yk—1, Yr+1}, alors z” est soit

e—connecté & «, soit e—connecté a 3 dans 7*.
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Sin = e, alors aucun surfel de 7 autre que yy_1 et yx11 n’est e—adjacent a y. On en déduit
immédiatement que N,(yx) \ 7 posseéde exactement deux composantes v, —connexes
incluses respectivement dans Left (k) et Right_ (k). Alors, 2 est v,, —connecté soit a a
soit & 8 dans 7*.
Finalement, dans les deux cas, il reste que = est m—connecté soit & « soit a 3 dans 3\ 7,
surfels qui ne sont pas eux-mémes —connectés dans cet ensemble. Alors, ¥\ 7* possede
exactement deux composantes n—connexes. O
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F1G. 7.1: Les deux surfels x et 2’ peuvent F1G. 7.2: Puisque ¢’ est v—réductible dans
étre reliés par un e—chemin dans c*. X, les deux surfels x et ' ne peuvent étre

Alors, ¢ nest pas v—réductible dans .  e—connectés dans c¢* (Lemme 7.2).
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F1G. 7.3: Tout surfel de l’ensemble V' (ensemble des surfels de ¥ qui sont e—adjacents
a c*) est soit e—connecté au surfel x de la Figure 7.1 dans ¥\ ¢*, soit e—connecté dans

Y\ ¢ au surfel ' de la Figure 7.1.



Chapitre 8

Nouvelles propriétés de 'index 2D

Dans ce chapitre, on présente une propriété nouvelle de I'index 2D (tel que défini dans
la Section 2.1.2) qui peut étre déduite de la propriété principale du nombre d’intersec-
tion. En effet, il est établi ici que 'index d’un chemin discret ¢ dans Z? autour d’'un pixel
x & ¢* est le méme pour tout chemin fermé ¢’ qui est n—homotope & ¢ dans Z?\ {z}, pour
n € {4,8} (une telle propriété était jusqu’a présent admise sans preuve). En effet, nous
définissons tout d’abord un index 2D généralisé, en utilisant le nombre d’intersection,
et les propriétés de ce nombre proviennent des propriétés principales du nombre d’inter-
section. Par exemple, en utilisant cette nouvelle définition, nous serons aussi en mesure
de donner une preuve immédiate du fait que les index W, . et Wy ., d'un n—chemin ¢
respectivement autour des pixels x et 2/, sont égaux pour peu que les deux pixels z et x’
appartiennent & la méme composante n—connexe de c*. Toutefois, nous ne sommes pas
intéressés ici par la donnée d’un algorithme efficace qui permette de calculer cet index 2D
généralisé. Par contre, nous étudions ici de nouvelles propriétés qui sont des conséquences
directes de cette nouvelle définition.

De plus, la définition de I'index 2D généralisé fournit une nouvelle définition de I'index
qui peut étre calculé en utilisant n’importe quel demi m—chemin (Définition 8.6) issu d’'un
pixel x au lieu d’une demi-droite partant de ce méme pixel x du complémentaire d'un
n—chemin fermé c.

Tout d’abord, introduisons une bijection entre une image bornée sur Z? et la méme image

dessinée sur une surface Y. Nous utiliserons pour cela les définitions suivantes.

Définition 8.1 (I x h—rectangle) Soit (I,h) € Z*. Une partie R de Z* est appelée un
Ixh—rectangle sl existe (v,y) € Z* tel que: R ={ (z+i,y+j)|1<i<let1<j<h}
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(voir Figure 8.1(a)). Un Ixh—rectangle pourra aussi étre appelé simplement un rectangle.

Définition 8.2 (I x h—boite) Soit R un I x h—rectangle. On définit la I x h—boite B de
Z3 associée a R par: B ={ (x,y,0) € Z3| (z,y) € R} (voir Figure 8.1(b)). Une Ixh—boite

pourra aussi étre appelée simplement une boite.

Définition 8.3 (I x h—surface) Soit R un [xh—rectangle et B la [ x h—boite associée a
R. On définit la [x h—surface Yy associée & R par: Xp = 664 (B, B) (voir Figure 8.1(b)).

Une | X h—surface pourra étre appelée simplement un rectangle.

Finalement, on peut définir la partie supérieure d’une [ x h—surface :

Définition 8.4 (partie supérieure d’une [ x h—surface) Soit R un Ixh—rectangle et
B la [xh—boite associée a R. De plus, soit X la IXh—surface associée a R. On définit la
partie supérieure de X, notée Up(Xg), comme l'ensemble des surfels de ¥ g de la forme

((z,9,0), (z,y,1)) pour tout (z,y) € R. (voir Figure 8.1(c)).

(a) En gris: un (b) La 9 x 8—surface visible d’une (¢) En gris: la partie supérieur
9x8—rectangle dans 9 x 8—boite. d’une 9 x 8—surface
72,

FiG. 8.1: Lllustrations des Définitions 8.1 a 8./

Dans la suite de ce chapitre, quand aucune autre précision n’est donnée, on considere
(n,m,m,m) = (4,8, ¢e,v), oubien (n,7,m,m) = (8,4,v, e). De plus, R est un Ixr—rectangle
de Z? et Y i est la | x r—surface associée & R. On notera aussi Z la partie supérieure de

ER (1e Z = Up(ER)):

Maintenant, on peut définir ’application suivante.

Définition 8.5 (application C) On définit la bijection C entre R et Z par:
C R — 7

(z,y) — ((%,9,0),(z,y,1))
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La remarque suivante est immédiate :
Remarque 8.1 Pour tous pixels x et y du rectangle R :
— Ru(x,y) si et seulement si R.(C(x),C(y)).

~ Rs(x,y) si et seulement si R,(C(z),C(y)).

Notation 8.1 Pour tout n—chemin © = (yi)k—o,., tel que 7 C R, on note C(m) le
m—chemin @' de Z défini par ©" = (C(yo),...,C(yp)) (' est bien un m—chemin d’apreés

la Remarque 8.1).
On utilisera aussi la notion suivante de demi-chemin (voir Figure 8.2).

Définition 8.6 (ensemble des demi n—chemins) Un n—chemin m = (yg)k=o,. p
avec p > 0 est appelé un demi n—chemin dans Z? issu de gy, et relatif & R si les deux

propriétés suivantes sont satisfaites :

i) yo € R.

it) Il existe un entier N (aussi noté Ny (m)) tel que {yo,...,yn} C R et pour tout
k>N onay, ¢ R.

On note HZ(R) l’ensemble des demi n—chemins dans Z* issus du pizel x et relatifs a R,

et par H,(R) la réunion des ensembles HX(R) pour x € R.

Soit o un surfel de Z. Maintenant, soit z un surfel de Z qui soit e—adjacent & Z. On peut
alors associer a z exactement un de ses (au plus deux) e—voisins, que 1’'on notera t(z), dans
7. De plus, on peut aussi associer au surfel £(z) un e—chemin arbitraire dans Z de ¢(z) & x
(voir Figure 8.3(a)). Finalement, nous venons de “définir” une application G du bord de R
dans I’ensemble des e—chemins dans Z qui commencent & un surfel donné ¢(z) e—adjacent
a un surfel z € Z, et qui se terminent en xy. Alors, nous pouvons définir I'application C
qui associe & un demi n—chemin 7 = (yo, . .., y,) de H¥(R) (voir Figure 8.3(b)) le chemin
7" dans ¥ défini par: 7" = (vo,...,yn, t(yn)).G(yn) ot N = N (m) (voir Figure 8.3(c)).
La proposition suivante est donnée ici sans preuve. En effet, elle est une conséquence
immédiate de la définition de 'index 2D (Section 2.1.2) et de la définition du nombre

d’intersection (Section 6.1).
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X c B R X mR
(a) Un demi 8—chemin c relatif (b) Le chemin ¢’ n’est pas un
au rectangle R demi chemin.

Fi1G. 8.2: Exemple et contre-exemple de demi-chemins relatifs a un rectangle R .

B R X ¢

(a) Le chemin G(z). (b) Un 8—chemin ¢ dans Z? qui sort (c) Le chemin C(c).

d’un rectangle R.

Fi1Gc. 8.3: [llustration de la construction d’une application C qui associe un n—chemin

dans R avec un m—chemin dans Xg.
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Proposition 8.1 Soit ¢ un n—chemin fermé dans R et x un pizel de R\ ¢*. De plus,

soit ™' = C(AY) pour a € {1,2,3,4}, alors W3, = Ty e (voir Section 2.1.1 pour la
définition de la demi-droite AS ).

La remarque suivante provient de la Proposition 2.5 et du fait que Xy est de facon évidente
simplement n—connexe pour n € {e,v} (le lecteur ayant besoin d’une preuve de ceci peut

le montrer en utilisant le fait que x,,(Xg) = 2 et la définition d’un disque).

Remarque 8.2 Soit ¢ un n—chemin fermé dans R et x un pizel de R\ ¢*. Si m et my

sont deux demi n—chemins de HE(R), alors C(my) et C(m2) sont m—homotopes.

Maintenant, nous pouvons aussi établir la proposition suivante qui nous permettra de

justifier la Définition 8.7.

Proposition 8.2 Soit ¢ un n—chemin fermé dans R et x un pizel de R\ ¢*. Si my et my

sont deuz demi n—chemins de HZ(R) alors Totrpyce) = Letr) )

Preuve : Suivant la Remarque 8.2, on a C(m) ~m, C(m) dans X. Maintenant, les pro-

priétés P(C(m),C(c)), P(C(m),C(c)), P(C(c),C(m)) et P(C(c),C(ms)) sont évidemment
vérifiées de sorte que d’apres le Théoreme 10 on a T o) = Lg(ny) c(0) (voir Figure 8.4).

1
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0 {C(x),C(xo)} WMC(c) XC(m) 0 {C(x),C(xo)} WMC(c) X C(ms)

(a) IC~(771),C(C) ==+1 (b) I@(wz),C(c) ==+1

Fi1G. 8.4: Illustration de la Proposition 8.2

On remarque qu’'une demi-droite A¢ issue de x (voir Section 2.1.1) appartient a HJ'(R)
pour n € {4,8} comme illustré par la Figure 8.5(a). On obtient donc immédiatement que
la définition suivante d’un nouvel index 2D coincide avec la définition de la Section 2.1.2

dans le cas particulier out 7 est une demi droite (voir Figure 8.5).



136 Chapitre 8. Nouvelles propriétés de l'index 2D

Définition 8.7 (index 2D généralisé) Soit c un n—chemin fermé dans Z? tel que ¢* C
R. On définit 'index 2D généralisé de ¢ autour de x, noté (), ., de la maniere suivante :

Qe = Ic~(7r) ) ot 7 est un n—chemin quelconque de H.

Cet index 2D généralisé est bien défini puisqu’il ne dépend effectivement pas du choix
d'un demi m—chemin 7 d’apres la Proposition 8.2. Ceci permet d’établir le théoreme
suivant qui n’est qu’une restriction du Théoreme 9 dans le contexte des images a deux

dimensions (voir Figure 8.6).

(a) Un 15 x 17—rectangle R, un pixel z et un (b) ¢ = C(¢) et © = C(AL).
8—chemin ¢ inclus dans R\ {z}. La demi-droite Tor e =1

Al est un demi 4—chemin relatif & R. W} = 1.

Fi1G. 8.5: Lindex 2D classique et lindex 2D généralisé.

Maintenant, on peut établir le théoreme suivant.

Théoréme 12 Soit x € Z? et soient ¢ et ¢ deuz n—chemins qui sont n—homotopes dans

R\ {x}. Alors, Wy e =W, o.

Preuve : D’apres la Définition 8.7 on a W, . = I&(N),C(C) et Wye = I&(Al),C(c')' Par
définition de D'application C, il est alors immédiat que C(c) ~,, C(¢') dans Z{C(x)}.

Alors, puisque P(C(AL),C(c)) et P(C(AL),C(c')) sont évidemment vérifiées, et d’apres le

Théoreme 9, on a I&(A;;),C(c) =Zsany ey B
On remarque que ce dernier théoréeme peut étre généralisé a toute n—déformation homo-

topique des chemins dans Z? \ {z} au lieu de R\ {z}.

La proposition suivante a été démontrée par R. Malgouyres dans [Mal94] en utilisant une

preuve moins immédiate en raison de la restriction imposée par 1'utilisation d’une demi-
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e 1
e Wi

F1G. 8.6: Lindex 2D W, . est inchangé apres une 8— déformation homotopique de ¢ dans

72\ {z}.

droite dans la définition de W, .. Maintenant, cette proposition devient une conséquence

directe de la définition de €2, .

Proposition 8.3 ([Mal94]) Soit x un pizel de Z* et ¢ un n—chemin fermé dans Z*\{z}.

Si x' est un pizel de ¢* qui est m—connecté a x dans ¢* alors Q. = Qy (.

Schéma de preuve (différente de celle donnée dans [Mal94]) : Soit R un rectangle
de Z? tel que ¢* U {z,2’} C R mais aussi tel que = et x’ sont n—connectés dans R \ c*.
On a Q,. = Ig(w),C(c) ou 7w est un demi n—chemin issu de x et relatif a R. Alors, soit
un m—chemin de 2’ & x dans R\ ¢*. Puisque = ¢ ¢* et v* N ¢* = 0, il est alors immédiat
d’apres la définition du nombre d’intersection que Ig(w),C(c) = Ig(%ﬂc(c). Maintenant, le
n—chemin .7 est un demi 7—chemin issu 2’ et relatif a R de sorte que I5(v-w),c(c) = Qe

)

Finalement, €, . = Q, .. O

Dans la Figure 8.7(a) nous avons représenté un 4—chemin fermé ¢ dans un rectangle R
et un demi 8—chemin 7 issu d’un pixel = (pixel foncé marqué d’une croix) qui permet
de calculer I'index 2D généralisé de ¢ autour de x. D’apres la Définition 8.7, on utilise
les chemins correspondants qui sont représentés dans la Figure 8.7(b). Alors les deux

propriétés suivantes sont vérifiées :

— Les deux pixels z et ' sont 8—connectés dans R par un 8—chemin 7 qui ne rencontre

pas c.

— Les deux pixels foncés C(x) et C(a') sont connectés dans Up(Xg) par un v—chemin
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C(7y) qui ne rencontre pas C(c).

Alors, le chemin .7 est un demi 8—chemin issu de 2’ et relatif & R, et il est clair que

:Z'C~('y.7r),5(c) = Ié‘(w),é‘(c)-

| # e 7 Dﬁy
<7
i
<7
W{z2} Oc¢ KNrNR W {C(z),C(z/)} BC(c) WC(m)

(a) (b)

Fic. 8.7: L’index 2D généralisé du 8—chemin fermé ¢ (Figure (a)) est le méme autour

de chacun des deuz pizels gris foncé.



Chapitre 9

Nouvelle caractérisation de la

préservation de topologie

9.1 Un nouveau théoréme sur la sous-homotopie dans

les surfaces

Dans le Chapitre 5 nous avons donné la définition de 'homotopie entre parties d’une
surface discrete . Dans cette section, nous nous intéressons a la caractérisation de 1’ho-
motopie qui utilise le groupe fondamental discret (voir Sections 2.3 et 5.3). En utilisant
le nombre d’intersection défini dans le Chapitre 6, nous établissons une nouvelle ca-

ractérisation de la sous-homotopie dans les surfaces discretes.

Le but de cette section est de montrer que la condition “i, est un isomorphisme” du
Théoreme 8 est suffisante pour affirmer que chaque composante m—connexe de Y contient
un surfel de X, excepté dans le cas tres particulier ol X est la surface ¥ toute entiere qui
est une sphere topologique (voir Définition 5.9), et Y est un disque obtenu par suppression
dans X d’un disque topologique (Définition 5.8). En d’autres termes, sauf de la cas
précédemment évoqué, la Condition 2 du Théoreme 8 est en fait une conséquence de la

Condition 1 du Théoreme 8. Ceci revient & démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 13 Soit Y C X C X deuz parties n—connexes telles que X # X ou X n'est
pas une sphére ou X \'Y n’est pas un disque topologique, ou bien Y n’est pas un disque
topologique, alors :

Y est sous n—homotope a X si est seulement si le morphisme i, : 1IT(Y, B) — TI(X, B)
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induit par Uapplication d’inclusion i : Y — X est un isomorphisme pour tout surfel de

base B €Y.

Afin de montrer ce théoréeme, on suppose qu'un certain couple d’ensembles (X, Y) vérifie
la Condition 1 du Théoreme 8, mais ne vérifie pas la Condition 2 du Théoreme 8. En
d’autres termes, on suppose que 7, est un isomorphisme pour tout point base B € Y et
on suppose aussi l'existence d’une composante m—connexe de Y qui ne contienne aucun
surfel de X. Nommément, on suppose 'existence d’une composante m—connexe de Y,
notée A, telle que A C X. Dans une premiere étape, on montrera que cette composante
n—connexe A est nécessairement un disque topologique. Dans une seconde étape, on
montrera que I'ensemble X \ A est lui aussi un disque topologique, en fait égal a Y, et
on conclura que X = X et que X est une sphere topologique.

Dans la suite de cette section, Y C X sont deux parties n—connexes d'un surface discrete
3, et on suppose que pour tout surfel B € Y, le morphisme de groupes i, entre II7(Y, B) et
17 (X, B) induit par I'application d’inclusion de Y dans X, est un isomorphisme, comme
dans le Théoreme 8.

Dans les preuves qui suivent, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 9.1 Soient Y C X deux parties n—connexes de ¥ et B un surfel de Y. Alors,

les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le morphisme i, : II}(Y, B) — I}(X, B) induit par Uinclusion de Y dans X est

un isomorphisme.

i1) Pour tout surfel B' de Y, le morphisme i, : II}(Y, B") — I}(X, B’) induit par

[inclusion de Y dans X est un isomorphisme.

Preuve : Nous devons simplement montrer que la propriété i) implique la propriété
i1). Supposons que i, : 7(Y, B) — II}(X, B) soit un isomorphisme de groupes et soit
B’ un surfel quelconque de Y. Alors, soit i’ le morphisme de groupes de I} (Y, B’) dans
117 (X, B’) induit par I'inclusion de Y dans X. Maintenant, d’apres la Proposition 2.10, soit
iy et ix les deux isomorphismes canoniques respectivement de 117 (Y, B) dans II7(Y, B')
et de II7(X, B) dans II7(X, B'). Clairement, on a i, = ix o4, oiy," de sorte que i’ est un

isomorphisme. O
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9.2 Premiere étape de la preuve

Dans cette section, A est une composante n—connexe de Y qui ne contient aucun surfel de
X (i.e. AC X) et B est un surfel de Y (B est le surfel de base des groupes fondamentaux

qui sont considérés dans cette section).

Lemme 9.2 [] existe un surfel xo € A tel que le morphisme :
7TV U (AN {20}), B) — TI(X, B)
induit par Uapplication d’inclusion i": Y U (A\{zo}) — X est un isomorphisme et Y

est sous n—homotope ¢ Y U (A \ {xo}).

Corollaire 9.3 L’ensemble {x¢} est sous n—homotope a A, de telle sorte que A est un

disque topologique pour la relation de n—adjacence.
Avant de démontrer le Lemme 9.2, nous devons prouver deux résultats préliminaires.

Lemme 9.4 Soit xy un surfel de A. St A contient au moins deux surfels, alors il existe

un surfel x # xy dans A qui est n—adjacent a Y et qui est n—simple pour’ Y U {z}.

Corollaire 9.5 Soit o un surfel de A. Si A contient au moins deux surfels, alors il

existe un surfel x # xo dans A qui est n—adjacent a'Y et qui est n—simple pour A.

Preuve : D’apres le Lemme 9.4, il existe un surfel x # zy dans A qui est n—adjacent a 'Y’
et n—simple pour Y U{x}. Alors, x n’est ni n—isolé dans Y U{x} ni n—intérieur a Y U{x}
(puisque A C Y est m—connexe et x # ). Donc, suivant la Remarque 5.1 et puisque z est
n—simple pour Y U {z} on a Card(C*[Gn(z,Y U{x})]) = Card(CE[Gx(x,Y U {z})]) = 1.
Maintenant, comme x € A ne peut étre n—adjacent a une autre composantes n—connexe
de Y autre que A, on obtient que CZ[Gx(z,Y U {x})] = CZ[Gx(x, A)]. Alors, puisque z

est n—adjacent a Y, il n’est pas m—intérieur a A, donc x est m—simple pour A. O

Preuve du Lemme 9.4 : Soit 2 un surfel de A C Y qui soit n—adjacent & Y et dont
la distance a xy est maximale parmi tous les surfels de A qui sont n—adjacents a Y. La
distance utilisée ici étant la longueur d’un plus court n—chemin dans A entre deux de
ses surfels. Montrons que le surfel z est n—simple pour Y U{z}. On a G,(z,Y U{z}) =
Go(2,Y) et Gr(x,Y \ {2}) = Gu(2,Y). Supposons que ce surfel  ne soit pas n—simple

pour Y U {z}. Puisque = n’est ni n—isolé ni n—intérieur & Y U {z}, ceci entraine que
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Card(C2(G,(2,Y))) = Card(CE(Gx(x,Y))) > 2 (Remarque 5.1). Soient a et b deux
surfels n—adjacents a x choisis respectivement dans deux composantes n,—connexes dis-

tinctes de G, (z,Y) qui sont n—adjacentes a z.

Notons 7y le n—chemin (b, x, a). Puisque a et b sont n—adjacents a = et n’appartiennent
pas & la méme composante n,—connexe de N,(z)NY, alors a n’est pas n,—adjacent a b.
D’apres la Remarque 6.3, on en déduit qu’aucun des ensembles Left, (1) et Right, (1)
n’est vide et que chacun de ces deux ensembles contient un surfel qui est n—adjacent a x.
De plus, si on suppose que tous les surfels de Left, (1) ou Right, (1) qui sont n—adjacents
a x appartiennent a Y, il est immédiat que les deux surfels a et b sont n,—connectés dans
N,(z)NY. Alors, il doit exister deux surfels s; et sy qui sont m—adjacents a x et tels que
s1 € Right, (1) N A et sy € Left, (1) N A. En outre, on peut supposer que s; et s, sont
n—adjacents a Y. Puisque ’ensemble Y est n—connexe, il existe un n—chemin (; de a a

B dans Y et un n—chemin 35 de B a b dans Y.

Maintenant, un m—chemin oy = (s1,...,20) dans A\ {z} de s; au surfel xy doit exister
puisque la m—distance entre x et xg est maximale parmi tous les surfels de A qui sont
n—adjacents a Y. En effet, dans le cas contraire, soit ¢ un plus court n—chemin de
longueur [ entre x et xy dans A. Si s n’est pas n—connecté a xy dans A\ {z} et puisque
s1 est n—adjacent a x, alors s; se trouve a distance [ + 1 de xy dans A. Ceci contredit le
fait que x se trouve a distance maximale [ de xy par rapport a tous les surfels de A qui
sont n—adjacents a Y. De fagon similaire, il doit exister un m—chemin ay = (s9, ..., xg)
de so & o dans A\ {z}.

Soit a le m—chemin fermé o = (x).ay.a5'.(z) dans A. Remarquons que, par construction
méme des chemins a; et ag, ona z ¢ af et © ¢ . On peut aussi construire un n—chemin
fermé 5 = (B).02.m.01.(B) de B & B dans Y U {x} avec my = (b,z,a) et = ¢ B U (5
puisque i et [Py sont des n—chemins dans Y. On en déduit que les deux chemins «
et (3 se croisent une seule fois en x, et comme s; € Right, (1) et sy € Left, (1), on a
Top=—13, =1

Maintenant, le morphisme i, de II7(Y, B) a [17(X, B) induit par l'inclusion de Y dans X
est un isomorphisme. En particulier, 7, est surjectif, donc pour toute classe d’équivalence
[z (x, ), il existe un n—chemin fermé ¢ € AZ(Y) qui est n—homotope & ¢’ dans X et tel
que i, ([ (v,8)) = []nr(x,). Dans notre cas, il existe un n—chemin v € AZ(Y) qui est

n—homotope au n—chemin 8 dans X et i.([v|ur(v,5)) = [B]mr(x,5)- Si 7 est n—homotope
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a 3 dans X, et d’apres le Théoreme 9, on déduit que Z, 3 = Z,, = 1. Mais comme «
est un m—chemin dans A C Y et 7 est un n—chemin dans Y, on a v* Na* = () et donc
Z,~ = 0, ce qui est une contradiction. Finalement, le surfel x doit étre n—simple pour

YU{z}. O

Remarque 9.1 Si z est un surfel n—simple pour Y U{zx}, puisque x est n—simple dans

A, alors l'ensemble A\ {x} est n—conneze.

Preuve du Lemme 9.2 : Par induction du Lemme 9.4 (et en utilisant le Lemme 5.1) on
montre qu’il existe une séquence de surfels (s, ..., s;) telle que pour tout i € {0,...,1},
le surfel s; € A est n—simple pour Y U {sp,...,s;} et A\ {so,...,s} = {xo}. Ainsi, YV
est sous n—homotope & Y U (A \ {zo}). D’apres le Lemme 5.1, le morphisme ¢ : II}(Y U
{soy...,8i-1}, B) — I} (Y U{so, ..., s}, B) induit par 'inclusion de Y U {so,...,S;—1}
dans Y U {sq,...,s;} est un isomorphisme de groupes. D’autre part, le morphisme @/, :
IIY(Y,B) — Y (Y U{sili = 0,...,1} = Y U(A\ {x0}), B) induit par 'application
d’inclusion 7/ : Y — Y U (A \ {zo}) est tel que 7, =il o... 04" Alors, le morphisme

i/, est aussi un isomorphisme. De plus, puisque 7, est un isomorphisme, on en déduit que

i’ =i, 04, est un isomorphisme de II?(Y U (A \ {0}), B) dans IT?(X, B). O

9.3 Deuxieme étape de la preuve

Dans la Section 9.2 nous avons montré que Y est sous n—homotope a Y U (A4 \ {xo})

ol zy est un surfel isolé de Y U (A \ {xo}). Dans cette section, nous établissons le fait
que, a la condition que le n—chemin de surfels entourant {z} dans Y U (A \ {z¢}) soit

n—réductible dans Y U (A \ {zo}), alors Y U (A \ {zo}) est un disque topologique.

9.3.1 Bord d’edgels d’une composante connexe X C X

Tout d’abord, nous devons définir explicitement ce que 'on appellera un “bord” d’un

ensemble connexe de surfels. Soit X une composante n—connexe d’une surface X.

Définition 9.1 (edgel de bord) On appelle edgel de bord de X un couple (z,y) de
surfels de ¥ tel que v € X ety € X. On note B(X) lensemble des edgels de bords de X .
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Définition 9.2 (relation de s—adjacence) On dit que deux edgels de bord (z,y) et

(', y") de B(X) sont s—adjacents si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
—x,y, 2" ety appartiennent a un méme loop L de 3.

—x # 2 oubieny #£y.

— x est e—connecté o ' dans LNX sin=e, ety est e—connecté a1y dans LN X si

n=w.

On définit la relation de s—connexité entre edgels de bord comme la fermeture transi-
tive de cette relation d’adjacence. La définition d’un s—chemin d’egels de bord est aussi
immédiate. Remarquons que toute composante s—connexe d’edgels de bord de X est une
s—courbe fermée simple (en effet, chaque edgel de bord a exactement deux s—voisins, un
par loop qui contient cet edgel) qui est appelé un bord de X, alors qu’une paramétrisation

d’une telle courbe fermée simple est appelé un bord paramétré de X.

Définition 9.3 (n—chemin c,(s)) Soit s = (so,..., ;) un bord paramétré de bord de
X tel que s; = (z4,y;) pouri € {0,...,l}. On définit le n—chemin (de surfels) associé a

s noté c,(s) dans les deux cas suivants :

- Sin=-e et pouri € {0,...,1— 1}, on appelle ¢; le plus court e—chemin reliant x;
a xip1 dans X N L, ou L est 'unique loop contenant {x;, xiv1,Yi, Yir1} (chemin qui
existe par définition de la relation de s—adjacence entre s; et s;1). Alors, c.(s) =

Co*...*¥C_1q.

- Sin=wetpouri€{0,...,1—1}, alors x; est v—adjacent a x;11. On définit alors

co(8) = (zoy ..., x).

Remarque 9.2 Pour tout s—chemin d’edgels de bord s = (so = (%0, %0), - - -, 5 = (T, 1))

de X et pour n € {e,v}, tous les surfels de c,(s) sont n—adjacents a X.

9.3.2 Groupe libre

Dans la suite, nous utiliserons la notion de groupe libre (non-Abelien) a m générateurs.
Soit A = {ay,...,a,yU{a;’,...,a;'} un alphabet avec 2m symboles, et soit W,, I'en-

' m

semble de tous les mots sur cet alphabet (i.e. ensemble de séquences de lettres sur cet
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alphabet). On dit que deux mots w € W, et w’ € W, sont identiques a une simplification
élémentaire pres si I'un des deux mots peut étre obtenu en insérant ou en supprimant

dans I'autre une séquence de la forme a; 'a; ou encore une séquence de la forme a;a;

avec i € {1,...,m}. Maintenant, deux mots w € W,, et w’ € W,, sont dits librement
équivalents il existe une suite finie w = wy,...,w, = w' de mots de W,, telle que
pour ¢ = 2,...,k les mots w;_; et w; sont identiques a une simplification élémentaire

pres. Ceci définit une relation d’équivalence sur W,, et on note F,, I’ensemble des classes
d’équivalences de cette relation. De plus, si w est un mot de W,,, on note w la classe
d’équivalence du mot w. La concaténation des mots définit une opération interne sur F,,
qui fournit a F,, une structure de groupe (on définit wy wy; = wiws). Le groupe ainsi
défini est appelé le groupe libre a m générateurs sur A. Classiquement, on note wyws le
mot obtenu par concaténation des mots w; et ws.

On note aussi 1,, I’élément neutre de F,, qui est égal a € ol € est le mot vide. Le seul
résultat que 'on admet ici sur le groupe libre est le résultat classique qui stipule que si
un mot w € L,, est tel que w = 1,, et si w n’est pas le mot vide, alors il existe dans w
deux lettres consécutives a;a; ! ou bien a; a; pour i € {1,...,m}. Cette remarque fournit
immédiatement un algorithme pour décider si un mot w € W,, est tel que w = 1,,, en

effectuant la suite de simplifications élémentaires.

9.3.3 Elément du groupe libre associé a un n—chemin

Dans la suite, X = {z1,...,2;} est une partie n—connexe de ¥ de cardinal [ > 1.

Notation 9.1 Siz est un surfel de X, on note o(x) le nombre d’éléments de C*[G,,(z, X)],
ensemble des composantes n,—connexes de N,(x) N X qui sont n—adjacentes a x. On
remarque que o(z;) est au plus égal a 4 . Alors, on peut attribuer un numéro ¢ dans
{1,...,0(x;)} a chaque élément de C’[G,(x;, X)]| de sorte que cela donne un sens a

'expression “t**"* composante de C% (G, (z;, X)]”.

Définition 9.4 (Alphabet Ax) On définit l’alphabet Ax de la maniére suivante :

AX = {33171, . aIl,o(x1)7 l’271, e ,11270(352), ...... ,ZL’[J, . aml,o(xl)}
-1 -1 -1 -1 -1 -1
U {z5, - s T o) T2 > g p(ag)r - oo - STy "rho(a:z)}
Ou les symboles {x;1, . .. ,x¢7o(i)} sont associés au surfel x;, et le symbole x; ; est associé

au jUeme élément de CZ[G(x;, X)].
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Définition 9.5 (mot associé a un chemin) Si 7 = (yo,y1) est un n—chemin dans X
de longueur 1 et tel que yo = x4 et y; = xp, pour {a,b} C {0,...,1}. On associe a ™ un
mot wy,(m, X) de lalphabet Ax défini par w,(m, X) = a:wm;i ou t et u sont tels que xy,
appartient & la " composante de C*[G,, (x4, X)] et x, appartient d la u'™ composante
de C2|Gp(xp, X)].

Sim = (Yr)k=o,. p est un n—chemin de longueur ¢ > 1 dans X, on définit le mot w,(m, X)

de la maniére sutvante :

Wy (7, X) = wn((Yo, 1), X)wn (Y1, y2), X)wn (Y2, y3), X) - - - wn((Yp-1,Yp), X)

Et on définit wy,(m, X') comme le mot vide si 7w est de longueur 0 ou si w est un chemin

trivial (i.e. fermé de longueur 1).

Définition 9.6 (élément du groupe libre associé & un chemin) Si T est un
n—chemin dans X et Ax possede 2m éléments. On définit I’élément v, (7, X) du groupe

libre a m générateurs sur Ax par: v,(m, X) = wy(m, X).

Remarque 9.3 Si 7 et my sont deux n—chemins dans X tels que le dernier surfel de

w1 est égal au premier surfel de mwo. Alors, wy(my.ma, X) = wy (w1, X)w, (w2, X)

Remarque 9.4 Si7 est un n—chemin dans X, alors, par construction, w,(mw, X) ne peut

contenir de séquence x;,x;} pouri€ {0,... 1} ett € {1,... 0(z;)}.

Proposition 9.6 Soit X une partie n—connezxe de > composée d’au moins deux surfels.

Soient m et " deuxr n—chemins dans X. Si m ~,, 7' alors v(m, X) = v(n’, X).
La preuve de la Proposition 9.6 repose sur les trois lemmes suivants.
Lemme 9.7 Si 7 est un n—demi-tour dans X, alors v,(m, X ) = lop,.

Preuve : Soit 7 = (yo, ¥1, Yo) un n—demi-tour dans X tel que yo = z, et y; = x,. D’apres

a,u

la Définition 9.6, w, (7, X) = xa’uxb_tlxb’tx si y; appartient a la ™ composante de

ieme

C¥[Gr (Yo, X)]; et yo appartient a la u"*™® composante de C¥'[G,(y1, X)]. Finalement, il

est immédiat que wy,(m, X) = lgp,. O

Lemme 9.8 Si 7 est un triplet de X, alors v,(m, X) = loy,.
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Preuve : Soit 7 = (yo, ¥1, Y2, Yo) un triplet dans X. Alors, on peut supposer sans perte de
généralité (& une renumérotation pres des surfels de X) que yg = xg, 11 = 71 et yo = xo.
Comme g, y; et yo appartiennent a un meéme loop, les surfels y; et yo sont dans la méme
composante de C¥[G,(yo, X)] (disons la premieére, toujours sans perte de généralité);
les deux surfels yy et y, appartiennent a la méme (disons la seconde) composante de
CY'[Gy(y1, X)]; et les deux surfels yo et y; appartiennent a la méme (disons la troisieme)
composante de C¥2[G,(y2, X)]. Ainsi, wu((yo,y1), X) = 201273, wo((y1,y2), X) = 21 9253,

-1 -1 -1 -1

Y -1 —1 1 _ —1 1 _ -1 _
w(m, X) = 9127 31 93 3%9 301 = To,1T23%23%10 = L10L1,0 = Lam- O

Lemme 9.9 Si 7w est un e—loop dans X, alors v.(m, X) = loy,.

Preuve : Soit m = (v, ..., y,) un e—loop dans X. Tout d’abord, on remarque que p > 2
et on peut supposer que y; = x; pour tout i € {0,...,p}. Alors, d’apres la Définition 9.5
on a wy(m, X) = w,((zo, 1), X)wy,((z1,22), X) ... wy((zp-1, 7p), X).

De plus, pour tout k& € {1,...,p— 1}, notons o(k) le numéro associé a la composante de
CZ |Gy (zk, X)] qui contient le surfel x;_;. Alors, par définition d'un e—loop dans X, il est
immédiat que o (k) est aussi le numéro de la composante de CI*[G,(xy, X)] qui contient
le surfel zy ;1 (en effet, x;_1 et x5, sont tous deux e—connectés dans 7* C N, (xx) N X).
D’autre part, il est aussi évident que z; et z,_; appartiennent tous les deux a la méme

composante de C¥°[G,, (g, X )], disons la premiére. On obtient que:

_ -1 —1 -1 -1 -1
Wy (T, X) = T0121 5y T1,6(1)%3,02) P20 T302) " Lp-to(p-1)Tp—1,0(-1)T0,1

Finalement : w, (7, X) = :[071:156& = lgp. O

Preuve de la Proposition 9.6 :
D’apres la Proposition 6.24 et la Proposition 6.17, il est suffisant de montrer cette pro-
position dans le cas ou 7 et 7’ sont identiques a une 7 —déformation élémentaire pres

quand n = v, et sont identiques a une S—déformation élémentaire pres quand n = e.

Sin = e on suppose que ™ = my.(s).m2 et T = 7.7.m9 ol 7y est un e—demi-tour ou bien un

e—loop dans X. Alors, suivant la Remarque 9.3 on a v.(m, X) = we(m, X)we(m, X) et

Ve(7', X)) = we(m1, X)we (v, X)we(ms). Maintenant, d’apres le Lemme 9.7 et le Lemme 9.9,

on a we(y, X) = lg, et on obtient que w,(my, X )we (v, X)we(ma, X) = we(m, X)we(ma, X).
Finalement, v, (7, X) = v (7', X).
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Si n = v on suppose que m = m.(s).my et 7’ = m.y. T o 7y est un v—demi-tour ou un

triplet dans X. Alors, suivant la Remarque 9.3 on a v,(m, X) = w,(m, X)w, (7, X)

et v,(1', X) = wy(my, X)w,(y, X)wy(ma, X). Maintenant, d’aprés le Lemme 9.7 et le

Lemme 9.8, on a wy(, X) = lg, et on obtient alors que w, (71, X )w, (v, X)w,(m, X) =
wy (11, X)w,(me, X). Finalement, v, (7, X) = (7', X). O

9.3.4 Lemmes importants

Le résultat principal de cette section se trouve dans la proposition suivante:

Proposition 9.10 Soit Y une partie n—conneze de X et xq un surfel n—isolé de Y (i.e.
T n’a aucun n—voisin dans'Y ). Soit s le bord paramétré ((a, xo), (b, zo), (¢, 7o), (d, 20)) ot
a, b, c et d sont les quatre e—voisins ainsi nommés de xo dansY . Si ¢, (s) est n—homotope

a un chemin trivial dans 'Y, alors 'Y est un disque topologique.

Dans la suite de cette section, Y est une partie n—connexe de X et s est un bord paramétré
de Y (i.e. s est une paramétrisation d’'une s—courbe d’edgels de bord de Y'). Afin de

montrer la Proposition 9.10, nous devons tout d’abord établir les lemmes suivants.

Lemme 9.11 Si le n—chemin c,(s) est n—homotope dans Y & un chemin trivial, et

(cn(8))* contient plus d’un surfel alors c,(s) contient un surfel qui est n—simple pour Y.

Pour montrer le Lemme 9.11, nous utilisons le Lemme 9.12 .

Lemme 9.12 Siwy(c,(s), X) contient une séquence x;,x, , pour un entieri € {1,...,1}
et un entier k dans {1,...,0(x;)} alors le surfel c* de c,(s) tel que x; = c* est n—simple
pour X.

Preuve : Si on trouve la séquence x;;xxb dans wy, (¢, (s), X), alors plus précisemment
et selon la Définition 9.5, on trouve la séquence xk,u$;ng,bxk’,t pour deux entiers k et &’
dans {1,...,l}, w dans {1,...,0(x)} et ¢t dans {1,...,0(zs)}. Cela signifie qu’il existe

dans ¢, (s) un sous séquence (c?,...,c""9) telle que:
(@), X) = (), X) (@ ), X) = a5,

— ¢ = x}, appartient & la b*™¢ composante de Cy’[Gn(z;, X)], et x; appartient & la

u'™¢ composante de C** (G, (zy, X)].



Chapitre 9. Nouvelle caractérisation de la préservation de topologie 149

— T4 = g}, appartient a la b*™® composante de C’ [G,,(x;, X)], et x; appartient a la

tieme composante de Cp* [G (2, X)].

— cfF=z;pour tout k € {p+1,...,p+q}

En d’autres termes, le bord paramétré passe d'une composante n,, —connexe de G, (z;, X)
a x; puis passe de x; a la méme composante n,, —connexe de G, (z;, X). Il est alors
immediat que G, (z;, X) possede une unique composante n,, —connexe (voir Figure 9.1)
n—adjacente & x; qui est lui méme m—adjacent & un surfel de X (Remarque 9.2). Alors,

x; est n—simple pour X. O

S

ey N |
)

>

ou X
Fi1Gc. 9.1: Si les deux surfels gris appartiennent a la méme composante v,—connexe de

Go(x, X) il est clair que Card(C*|G,(z,X)]) =1 et Card(C*[G.(z, X)]) = 1.

Preuve du Lemme 9.11 : Puisque ¢, (s) est fermé et de longueur supérieure a 1 on en
déduit que wy, (¢, (s), X) est un mot sur Ay de longueur (nombre de symboles) supérieure
ou égale a 4 (voir Définition 9.5). Maintenant, puisque ¢, (s) est n—homotope a un chemin
trivial dans Y, d’apres la Proposition 9.6 et la Définition 9.5 pour un mot associé a un
chemin trivial, on a wy,(cy(s), X) = Lom. Done, w,(cy(s), X), étant de longueur supérieure
a 1, doit nécessairement contenir une séquence xj_’,}a:j’b associée au surfel z; et a la b*™*
composante n,, —connexe de G,(z;, X) n—adjacente a x;. En effet, par définition du mot
wy(cn(s), X), ce mot ne peut pas contenir de séquence de la forme xj,bxj’,; pour tout

j € {0,...,1}. Mais, d’apres le Lemme 9.11, ceci implique que ¢,(s) contient un surfel

qui est n—simple pour X. O

Définition 9.7 (edgels de bord associés a un élément de C?[G,(x, X)]) Soit x un
surfel n—simple de Z C %, et soient C' et D les seules composantes connexes respectives

de C*|G, (v, Z)] et CZ[Gn(w, Z)] (voir Definition 5.3 et Remarque 5.1). Les deux edgels de
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la forme (a,b) et (a’, V'), ot {a,a'} C C et {b,b'} C D, sont appelés les deux edgels de

bord associés a la composante C' (voir Figure 9.2).

< N,(x)NX -

(a) Pour (n,m) = (e,v) (b) (n,m) = (e,v) ou (v,e) (c) (n,m) = (v,e)

F1G. 9.2: Edgels de bord associés a une composante n,—conneze de G, (z, X).

Lemme 9.13 Soit x un surfel de ¢, (s) qui est n—simple pour Y. Soient f et f' les deux
edgels de bord associés a l'unique composante connexe Ny de G, (x,Y). Enfin, soit s’ le
bord paramétré de Y \ {x} qui contient les deux edgels f et f' et tel que c,(s') est un

chemin de ' a x' ou x' # x. Alors, le chemin de surfel c,(s") est n—réductible dans

Schéma de preuve : Tout d’abord, ¢,(s)* contient nécessairement plus d’un surfel
puisque z est simple. Alors il est possible de trouver un chemin d’edgels s5 tel que ¢,(s)
et ¢, (s2) soient équivalents a un changement de parametre pres mais tel que l'origine de

cn(s2) soit différente de x. D’apres le Lemme 2.6, ¢, (s2) est n—réductible lui aussi.

Maintenant, soit s’ le s—chemin obtenu en supprimant dans s, les edgels situés entre f et
f' et qui contiennent x (de tels edgels peuvent ne pas exister comme c’est le cas dans la
Figure 9.2(a)) et en remplagant éventuellement ces edgels par des edgels de la forme (z, q)
ou ¢ appartient a Ny. Si f = (b,d) et f' = (V/,d’) alors soit v le sous-chemin de ¢,(s2)
reliant b & b’ associé au s—chemin reliant f a f’ dans sq, et soit ' le sous-chemin de ¢, (')
reliant b & b’ associé au s—chemin reliant f a f’ dans s’. Alors ces deux chemins ont les
mémes extrémités et sont inclus dans C'U {x} ou C est la seule composante n,—connexe
de CZ[G,(x,Y)]. Alors, il est évident que v est n—homotope a 4" dans Y, de sorte que les
chemins ¢, (sq) et ¢,(s") sont n—homotopes eux aussi. Finalement, ¢,(s3) est réductible

dans Y. O
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Preuve de la Proposition 9.10 : On montre 'existence d’une séquence d’effacement
de surfels n—simples qui mene a {y} a partir de Y ou y est un surfel de Y.

Soit s° = ((a, zg), (b, 7o), (¢, 20), (d, o)) le bord paramétré de la Proposition 9.10 et posons
Y% =Y. Maintenant, si m > 0 et si s™ est un bord paramétré de I'ensemble Y™ ayant au
moins 2 surfels, tel que ¢, (s™) soit n—réductible dans Y™, alors, le Lemme 9.11 montre
que ¢, (s™) contient un surfel n—simple pour Y que I'on note y™. Soit NJ* la composante
connexe de G, (y™,Y™) n—adjacente a y™ et soient f et f’les deux edgels de bord associés
a NJ". De plus, soient Y1 = Y™\ {y™} et s™*! le bord paramétré de Y™ *! qui contient
les deux edgels de bord f et f’ comme défini dans le Lemme 9.13; et soit enfin ™! le
surfel de base de c,(s™*1) (différent de y™ suivant le Lemme 9.13).

D’apres le Lemme 9.13, le chemin ¢, (s™) est n—homotope a ¢, (s™") dans Y™ et ¢, (s™ 1)
est n—réductible dans Y.

Maintenant, soit 4 : II7 (Y™ pm*1) — TI7(Y™, b™*1) le morphisme induit par I'inclu-
sion de Y™*! dans Y™. Puisque y™ est n—simple pour Y, le Lemme 5.1 entraine que le
morphisme 7" est un morphisme de groupes, en particulier ;" est injectif.

Alors, i7" ([cn (8™ ) i (yme pme1y) = [en(s™F)]am (ym pm+1) mais comme le chemin ¢, (s™41)
est n—réductible dans Y™, on obtient que i7*([¢, (™) |upyme1pmiy) = [Lmmarm pmiy.
D’autre part, on a if*([1mnym+1 gm+1y) = [mnymgmery. Puisque ' est injectif, alors
(e ymt gmrry = [cu(8™ ) upyme1 ymiry. En d’autres termes, le n—chemin ¢, (s™*') est
réductible dans Y™, donc Y™ et s™*! vérifient toujours les conditions du Lemme 9.11.
Par induction sur ’entier m on montre alors que tant que ’ensemble Y™ possede plus de
deux surfels, on peut trouver un surfel ™ € Y™ qui est n—simple pour Y et donc un
ensemble Y™ = Y™\ {y™} qui est sous n—homotope & Y™ et inclus strictement dans
Y™, Finalement, il doit exister un entier k tel que Y* soit réduit & un unique surfel {y}.
Il est alors évident, par construction, que Y* = {y} est sous n—homotope a Y? =Y de

sorte que Y est un disque topologique. O

9.4 Preuve du Théoréeme 13

Preuve du Théoreme 13 : Nous utilisons le Théoreme 8 et montrons que la Condition
2 est une conséquence de la Condition 1 excepté dans un cas tres particulier. Aussi, on

suppose que la Condition 1 du Théoreme 8 est vérifiée et qu’il existe une composante
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n—connexe A de Y qui est incluse dans X (i.e. A ne contient aucun surfel de X).

D’apres le Lemme 9.2 il existe un surfel xq dans A tel que Y est sous n—homotope a
Y U(A\ {x0}). Alors, puisque i, et i/ : I}(Y,B) — (Y U (A\ {z0}), B) sont des
isomorphismes pour tout B € Y, le morphisme de groupes ¢, : IIT(Y U (A\ {zo}), B) —
17 (X, B) induit par 'application d’inclusion ¢’ : YU(A\{zo}) — X et tel que i, = i, 0i’

est un isomorphisme. Comme xy appartient a la composante n—connexe A de Y, le surfel

xo est un surfel m—isolé de Y U (A \ {x¢}) et soit s une paramétrisation du bord séparant
Y U(A\ {zo}) de {x}. Soit ¢,(s) le n—chemin associé au s—chemin s.

Tout d’abord, on suppose que ¢,(s) n’est pas réductible dans Y U (A \ {zo}). 1l est
clair que le méme chemin ¢,(s) est réductible dans Y U A et donc aussi dans X. Ainsi,
soit zg le surfel de base de ¢,(s) et j. le morphisme de IIT(Y U (A \ {zo}), 20) dans
I17(X, z0) induit par I'inclusion de Y U (A \ {x¢}) dans X. Alors, j. ne peut étre injectif,
et d’apres le Lemme 9.1 le morphisme i, ne peut étre un isomorphisme puisque B et zy
sont n—connectés dans Y U (A \ {zo}). On obtient alors que i, n’est pas un isomorphisme

et on ainsi une contradiction.

Donc ¢,(s) est n—réductible dans YU (A\ {zo}). Alors, d’aprés la Proposition 9.10 on sait
que YU (A\{zo}) est un disque topologique. D’apres le Lemme 9.2, Y est n—homotope a
YU(A\{z0}) et donc x,(Y) = xn(YU(A\{2z0}) = 1. Puisque Y # ¥, 'ensemble Y est un
disque topologique (Définition 5.8). La Condition 2 du Lemme 5.2 montre que Y possede
une seule composante i—connexe et donc Y = A. D’apres le Lemme 9.2 il est immédiat
que {zo} est sous m—homotope & A, de sorte que A est un disque topologique. Alors,
YUA=Yet YUACX CXYdonc X =%. Comme x,(Y) =1et xz(Y) = xa(A) = 1,
alors x,(2) = Xn(Y) + xam(Y) = 2. Ceci achéve la démonstration du fait que la Condition
1 du Théoreme 8 est une conséquence de la Condition 2 du Théoreme 8 excepté dans la

cas particulier ot X est la totalité de la surface 3 qui est elle méme une sphere et Y est

un disque topologique de méme que Y. Finalement, on obtient le Théoreme 13. O
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Le nombre d’intersection, qui a été utilisé tout d’abord pour montrer un Théoreme de
Jordan pour courbes fermées simples dans une surface discrete (voir [FM99b]), a été
utilisé ici entre autres outils pour prouver que le groupe fondamental discret peut étre
utilisé pour caractériser completement la sous-homotopie entre les parties d’une surface
discrete. Ainsi, le nombre d’intersection apparait comme un bon outil pour démontrer

des théoremes concernant la topologie des surfaces discretes.

Maintenant, nous avons terminé la démonstration du fait que le préservation de la to-
pologie dans les surfaces discretes est étroitement liée a des propriétés mettant en jeu
les groupes fondamentaux des objets. De plus, le cadre des surfaces discretes apparait
comme un cadre intermédiaire pour la géométrie discrete a mi-chemin entre les espaces
discrets 2D et 3D. Cependant, la caractérisation de la sous-homotopie entre les parties de
7?2 reste toujours un probléme ouvert et difficile. En effet, le groupe fondamental discret

n’est pas suffisant dans ce cas.

Aussi, les résultats de cette partie montrent que les surfaces discretes constituent un cadre

de recherche intéressant et fructueux, intermédiaire entre le cas 2D et le cas 3D.

Il est d’autre part intéressant de remarquer que les nombres d’intersections réelles pos-
sibles entre des chemins fermés dessinés sur une surface fermée de R3 est lié au genre de
cette surface. En effet, il est par exemple possible de dessiner deux courbes qui ne s’inter-
sectent qu’'une seule fois sur la surface d’un tore plein, alors que ceci est impossible sur
une sphere. Le nombre d’intersection qui a été défini ici permet de telles considérations

dans le cas des surfaces discrétes.






Troisieme partie

Une contribution a I’étude de la

topologie de Z°.
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Le groupe fondamental discret, tel qu’il a été introduit par Kong dans [Kon89], met
en jeu des classes d’équivalence de chemins suivant une relation de déformation entre
chemins fermés dans un espace discret. C’est un outil important dans le domaine de
la géométrie discrete, et, en particulier, il est utilisé comme critere de préservation de la
topologie des objets discrets 3D (voir [KR89],[Ber94] et [FMa]). Maintenant, une question
persiste concernant l'existence d’une caractérisation “décidable” de la sous-homotopie
entre objets de Z3 ; caractérisation qui ne consisterait pas en une exploration combinatoire
de toutes les séquences possibles d’effacements de voxels simples telles que décrites dans
la Définition 3.3. Une question aussi difficile ne peut étre résolue aujourd’hui en raison du
manque d’outils théoriques pour I’étude de la topologie des objets discrets de dimension
trois. En particulier, nous devons trouver de nouveaux outils dédiés a 1’étude des classes

d’homotopie de chemins discrets dans Z3.

Plusieurs auteurs ont déja étudié les classes d’homotopie de chemins en 2D. Rosenfeld et
Nakamura dans [RN97] ont, entre autres, établi la relation entre les trous 2D et le fait que
deux courbes puissent ou ne puissent pas étre déformées I'une en I'autre. Dans [Mal00],
Malgouyres donne un algorithme qui permet de décider si deux chemins fermés dans
un objet de Z? sont ou ne sont pas homotopes. Dans [FM99b] et [FM99a], nous avons
introduit un nouvel outil qui aide a distinguer les classes d’homotopie de chemins qui
reposent sur la surface d’un objet 3D, et qui a été présenté dans la partie précédente de
ce mémoire. Un des buts de cette troisieme partie est de fournir une condition suffisante
du fait qu'un chemin fermé dans un objet X C Z3 ne peut étre déformé dans X en un
autre chemin.

Plus précisément, nous introduisons ici un analogue au nombre d’entrelacement des
courbes fermées simples dans R? défini en topologie classique et en théorie des noeuds (voir

[Rol]). Intuitivement, le nombre d’entrelacement compte le nombre de fois qu'un chemin
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fermé donné est entrelacé autour d’un autre chemin fermé avec lequel a une intersection
vide. Ce nombre possede les mémes propriétés que son analogue continu. Une propriété
intuitive est qu’il reste inchangé quand I'un des deux chemins considérés est déformé de
fagon continue, i.e. par une déformation homotopique au sens de la Définition 2.11, dans
le complémentaire de ’autre chemin. De plus, comme étape dans la démonstration de
la propriété précédente, nous prouvons aussi que le nombre d’entrelacement a un com-
portement cohérent vis a vis de la concaténation des chemins. En d’autres termes, le
nombre d’entrelacement entre le concaténé de deux chemins et un troisieme chemin n’est
autre que la somme des nombres d’entrelacement de chacun des deux chemins avec le
troisieme. Grace a sa propriété d’invariance, le nombre d’entrelacement peut étre uti-
lisé pratiquement et formellement pour distinguer deux classes d’équivalence de chemins,
pour peu que l’on soit en mesure de trouver un chemin qui n’ait pas le méme nombre

d’entrelacement avec deux éléments, un dans chacune des deux classes en question.

Puisqu’il est “souhaité” que le nombre d’entrelacement discret soit invariant par déformation
homotopique d’un des chemins dans le complémentaire de ’autre, ce nombre sera défini
suivant la dualité classique des relations adjacence. Clairement, deux 26—chemins fermé
liés 'un a l'autre peuvent étre séparés par déformation homotopique d’'un des chemins
dans le complémentaire de l'autre, alors que cela est impossible si on considere un
6—chemin et un 26—chemin (avec les relations de déformation associées). Notons que
dans cette partie, nous choisissons de ne pas considérer les analogues continus des che-
mins discrets afin de montrer la propriété principale du nombre d’entrelacement. D’autre
part, les preuves données ici pour les théoremes principaux se suffisent a elles mémes et
n’utilisent que les notions de base définies classiquement dans le cadre de la géométrie

discrete et qui ont été rappelées dans la Partie I.

Enfin, le nombre d’entrelacement permet de donner une preuve intuitive du fait que le
nombre de tunnels dans un objet X C Z3 est lié de facon stricte au nombre de tunnels
dans son complémentaire (ceci fait 'objet du Chapitre 12). En effet, le nombre de tun-
nels mentionné ici doit étre compris comme le nombre obtenu a partir du calcul de la
caractéristique d’Euler. Dans ce cas, I’égalité entre les deux nombres est quasi-immédiate.
Cependant, la caractéristique d’Euler ne fournit aucune information quant a la localisa-
tion des tunnels. Ce fait est illustré dans la Section 10.1. Une réponse a cet inconvénient

se trouve dans 1'utilisation du groupe fondamental discret. Mais il est alors difficile dans
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ce cadre d’établir le lien entre les tunnels d'un objet et ceux de son complémentaire; le
nombre d’entrelacement est alors un outil précieux pour cela. Ainsi, dans le Chapitre 12,
nous donnerons la preuve d’une nouvelle caractérisation concise des voxels simples en 3D
utilisant le groupe fondamental discret. Cette caractérisation est dite nouvelle car elle
n’implique pas le groupe fondamental du complémentaire d'un objet pour caractériser le
fait qu'un voxel soit simple. En effet, il est montré dans ce chapitre que la nouvelle ca-
ractérisation est équivalente a une ancienne caractérisation, bien qu’elle ait une condition

de moins.






Chapitre 10

Caractérisations existantes de la

préservation de la topologie

Dans ce chapitre, nous expliquons comment plusieurs auteurs ont défini les voxels simples
(i.e. spels simples dans Z3). En effet, il existe deux manieres principales de caractériser la
préservation de la topologie par suppression d'un voxel dans un objet de Z3. La premiere
utilise la caractéristique d’Euler alors que la seconde utilise le groupe fondamental discret.
Ces deux méthodes sont issues de la topologie algébrique et ont été adaptées au cadre
discret.

Comme introduit dans la Section 3.1, les déformations continues peuvent étre simulées
dans un espace discret par des séquences de déformations élémentaires locales (i.e. ajout
ou suppression de spels) qui sont admises comme préservant la topologie d'un objet. Aussi,
il est important d’établir rigoureusement la signification de la préservation de la topologie
quand il est question de la suppression ou de ’ajout de spels. Pour les objets de Z3, en plus
des considérations de connexité similaires au cas 2D (voir Définition 3.6), nous devons
aussi prendre soin de préserver les tunnels des objets. La présence d'un tunnel est la
propriété qui distingue les deux objets représentés dans la Figure 5.1 de I'introduction au
Chapitre 5. Maintenant, il existe deux moyens formels de définir les tunnels, comme cela
a été mentionné dans la partie précédente. La caractéristique d’Euler peut étre utilisée
pour compter leur nombre mais s’avere insuffisante pour caractériser de maniere complete
la préservation de la topologie. Le second moyen, utilisant le groupe fondamental discret,
se base sur le fait qu'un tunnel dans un objet de Z3, de méme que dans une surface

discrete, peut étre détecté par 'existence d’un chemin fermé qui ne soit pas réductible
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dans l'objet considéré. Dans les deux sections suivantes nous rappelons chacune de ces

deux facons de caractériser la simplicité d'un voxel.

10.1 Utilisation de la caractéristique d’Euler

10.1.1 Définition de x,(X)

Etant donnée une partie P de R3, on dit que P est polyhédral si P peut étre considéré
comme la réunion de points, segments de droites fermés, triangles fermés et tetrahedres.
Dans le contexte des complexes cellulaires, les points, segments, triangles et tetrahedres
sont appelés des d—cellules (ou cellules de dimension d), ou d vaut respectivement 0, 1,
2 et 3. Maintenant, la caractéristique d’Euler d’un tel objet, notée x(P), est la somme

alternée suivante (voir [KR89] ou [Mau80]) :

X(P) = nb. de 0—cellules - nb. de 1—cellules + nb. de 2—cellules - nb. de 3—cellules
(10.1)

Dans la Figure 10.1 nous avons représenté plusieurs ensembles polyhédraux avec les

sommes alternées correspondantes.

R R 7

1-0+0-0=1  2:0+0-0=2  2-1+0-0=1  3-3+0-0=0 5-6+0-0=-1
@ (b) © () ()
3-3+1-0=1 4-6+4-1=1 7-13+7-1=0 7-13+1-0=-5
(f) @ (h) ()

Fi1c. 10.1: Exemples de caractéristiques d’Fuler pour divers ensembles polyhédraux, et les

sommes alternées correspondantes (Equation (10.1)).

Alors, on montre que la caractéristique d’Euler d’un ensemble P est aussi égale au nombre
de composantes connexes de P plus le nombre de ses cavités moins le nombre de ses tun-

nels. Par exemple, 'ensemble représenté dans la Figure 10.1(e) est connexe et ne possede
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aucune cavité, donc a deux tunnels. Maintenant, des méthodes ont été développées par
quelques auteurs qui permettent de calculer la caractéristique d’Euler d’un objet dis-
cret. Cette définition d’une caractéristique d’Euler d'un objet discret utilise la notion
d’analogue continu polyhédral d'un objet discret. Evidemment, la facon de construire un
tel analogue continu est fonction du couple de relations d’adjacence considéré. Ainsi,
I’analogue continu de I'objet représenté dans la Figure 10.2(a) peut étre celui représenté
dans la Figure 10.2(b) pour (n,m) = (26,6) alors qu’il sera plutdt tel que celui de la
Figure 10.2(c) si (n,m) = (6,26). Il est conseillé de se reporter a [KRR92] pour plus
de détails concernant la facon de construire un tel analogue continu. Si on note C,,(X)
I’ensemble polyhédral de R? associé & un objet discret X, alors x,(X), la caractéristique

d’Euler de X, est définie par x,,(X) = x(Cp(X)).

—
/’

(a) Un objet X C Z3 (b) Ca6(X) (c) Cs(X)
F1G. 10.2: Un objet X de Z? et deux de ses analogues continus possibles.

Maintenant, étant donné une méthode de calcul de la caractéristique d’Euler d’un ob-
jet discret en considérant son analogue continu, et puisque le nombre de composantes
connexes d'un objet et de son complémentaire sont facilement calculables, il est alors pos-
sible de donner le nombre de tunnels d'un objet de Z3. Les tunnels ainsi définis peuvent
étre utilisés pour donner une caractérisation locale des voxels simples. Cependant, nous
verrons que la caractéristique d’Euler ne permet pas de donner une caractérisation globale

des voxels simples, méme si elle est suffisante pour en donner une caractérisation locale.
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10.1.2 Premiere caractérisation des voxels n—simples

Définition 10.1 (voxel simple: définition ambigiie) Soient X C Z* et v € X. Le

voxel x est n—simple pour X si les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

i) X et X\ {z} ont le méme nombre de composantes n—connezes.
i) X et X U{z} ont le méme nombre de composantes i—connexes.
i1i) Aucun tunnel de X n’est supprimé ni créé par effacement de x.

iv) Aucun tunnel de X n’est supprimé ou créé par effacement de x.

Cette premiere définition sera précisée dans la suite, et on verra qu’elle peut étre ca-
ractérisée localement par des considérations de connexité dans un certain type de voi-
sinage (section 10.2), ceci de manieére analogue au cas des pixels simples en dimension
deux.

Maintenant, comment caractériser le fait que des tunnels sont créés ou supprimés dans un
objet? On pourrait penser compter le nombre de ces tunnels en utilisant la caractéristique
d’Euler, et vérifier ainsi les Conditions 4ii) et iv) de la Définition 10.1 comme on le fait
pour les Conditions ¢ et ii. Le probleme d’une telle utilisation de cette caractérisation se
résume dans 'observation de l'objet X de la Figure 10.3 considéré pour (n,n) = (6, 26).
Dans ce cas, les deux objets représentés ont le méme nombre de composantes connexes,
de méme que leurs complémentaires. De plus, ils ont tous les deux une caractéristique
d’Euler égale a zéro. Toutefois, le voxel x qui a été supprimé de I'objet de la Figure 10.3(a)
pour obtenir I'objet dont ’analogue continu est représenté dans la Figure 10.3(c), n’est
évidement pas simple. Le fait est qu’un tunnel a été créé alors qu’un autre a été supprimé

par effacement du voxel z, de telle sorte que la caractéristique d’Euler reste inchangée.

En fait, le probleme est que la caractéristique d’Euler ne permet pas de caractériser le
fait qu'un tunnel a d’une certaine fagon changé de place, puisqu’elle ne fournit aucune
information sur la localisation des tunnels. Par contre, elle peut étre utilisée pour montrer
que des tunnels sont créés ou supprimés localement (i.e. dans le voisinage d’un voxel) mais
pas de maniere globale. Ainsi, la caractérisation locale qui sera rappelée dans la section
suivante est correcte puisqu’elle caractérise localement les configurations pour lesquelles

un voxel peut etre supprimé tout en préservant les propriétés locales d’un objet. Mais
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Be L1

(a) Deux vues d’un objet X (b) Cs(X) (c) Ce(X\{z})

et un voxel x.

Fi1G. 10.3: Un cas ou un tunnel est créé alors qu’un autre est supprimé simultanément.

cette caractérisation n’est valide que parce-que la suppression de tunnels “de grande

taille” implique des déconnexions locales dans 1’objet.

10.1.3 Caractérisation des voxels n—simples utilisant y,,(Nog(z)N

X)

En utilisant la caractéristique d’Euler, Tsao et Fu dans [TF82] ont donné la caractérisation
suivante pour les voxels simples. Dans cette définition, la caractéristique d’Euler est uti-
lisée afin de vérifier que le nombre de tunnels ne change pas dans le voisinage du voxel

considéré.

Définition 10.2 ([TF82]) Soient X une partie de Z* et (n,n) € {(6,26),(26,6)}. Le
vozxel x est un voxel n—simple si et seulement st les trois conditions suivantes sont satis-

faites :

i) x est n—adjacent & exactement une composante n—connexe de Nog(z) N X .

ii) x est n—adjacent a ezactement une composante m—connexe de Nog(z) N X.
i) Xn(X N Nag(2)) = xn({2} U (X N Nag ().

Suivant cette caractérisation, le voxel dont le 26—voisinage est représenté dans la Fi-
gure 10.4 n’est pas 6—simple puisque la Condition i) de la Définition 10.2 n’est pas
vérifiée. En effet, dans ce cas, Cs({z} U (X N Nyg(z))) possede un tunnel mais pas
Cs(X N Nyg(x)). Toutefois, dans la cas de la Figure 10.5, le voxel z n’est pas 6—simple

car il est 6—adjacent a deux composantes 6—connexes de I’'objet dans son 26—voisinage.
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Néanmoins, dans ce cas, ni la Condition 7), ni la Condition 7i7) de la Définition 10.2 n’est
vérifiée. Dans cet exemple, on voit que la suppression d'un tunnel de grande taille est
caractérisée localement par une déconnexion dans le voisinage du voxel. En effet, dans la
Figure 10.3(a), le fait qu'un tunnel est supprimé par effacement du voxel = est détecté
car le voxel x est adjacent a deux composantes 6—connexes de X dans son 26—voisinage.
Suivant cette idée, G. Bertrand a trouvé des voisinages réduits pour lesquels la suppres-
sion de petits tunnels est elle aussi détectée simplement par une déconnexion locale: ces

voisinages sont les voisinages géodésiques.

S

F1G. 10.4: Un tunnel local pour n = F1G. 10.5: Un tunnel non local.

6 oun = 6+.

10.2 Caractérisation a I’aide des voisinages géodésiques

Dans la sous-section précédente, on a vu que la Condition #iz) de la Définition 10.2 était
utile pour caractériser la présence de tunnels de petite taille dans le voisinage d’un voxel.
Toutefois, pour les tunnels plus larges, il semble que des considérations de connexité
soient suffisantes. En fait, il est possible de considérer des ensembles plus réduits que
le 26—voisinage quand on teste la n—simplicité d’un voxel. Alors, les considérations de
connexité a I'intérieur de tels ensembles sont suffisantes pour détecter a la fois I’éventuelle
suppression de petits tunnels et la suppression de tunnels de plus grandes tailles, dans 1’ob-
jet comme dans son complémentaire. Bien sur, les modifications globales de la connexité
d’un objet sont, elles aussi, caractérisées a 1’aide de considérations impliquant ces voi-
sinages réduits. Ainsi, les woisinages géodésiques ont été introduits par G. Bertrand
dans [Ber94| et on rappelle ici leur définition. Dans la suite de cette section, X est une

partie de Z3 et x est un voxel de X.

Tout d’abord, pour n € {6,6+, 18,26} on définit récursivement les ensembles N¥(x, X)
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pour k € {1,2,3} de la maniére suivante:

~ NYx,X)=N,(x)N X, et

- NE(2,X) = NE (2, X) U{y € Nao(x) | 3z € N (2, X), y € Na(2) ).

Définition 10.3 (voisinage géodésique [Ber94])  Le n—woisinage géodésique de x
dans X noté G,(x, X) pour n € {6,64,18,26} est défini de la maniéere suivante :

- Gg(z, X) = NZ(z, X) - Goy (2, X) = N3(z,X)

- Gig(x, X) = Ni(z, X) — Gog(x, X) = Noyg(z) N X

Le n—voisinage géodésique G, (x, X) peut étre vu comme ’ensemble obtenu apres un
nombre fini de dilatations morphologiques du voxel x dans Nog(z) N X en utilisant la
boule élémentaire de n—adjacence comme élément structurant, ensemble dont on retire

le voxel x. Quelques exemples de tels ensembles sont donnés dans la Figure 10.6.

®: Nyg(z)NX @:Nj (2, X) @: NG (v,X) @: NG (2,X)=GCGep(x,X)
T6+(x7X) =2

(a) Construction de Gy (x, X)

A A

171 171 171

@ NQG(x) nNx e: N118(13,X> L N128($,X> = G18<ZE,X)

(b) Construction de Gig(z, X)

F1G. 10.6: Exemples de voisinages géodésiques

Définition 10.4 (nombres topologiques) On définit le nombre topologique associé a

x et X, et on note T,,(x, X ), le nombre de composantes n—connezes de Gy (z, X).
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Maintenant, GG. Bertrand a donné et démontré la caractérisation locale suivante pour
des voxels simples, dans [Ber94| pour (n,7) € {(6+, 18), (18,6+)} et avec G. Malandain
dans [BM94] pour (n,n) € {(6,26), (26,6)}.

Proposition 10.1 Le vozel x € X C Z3 est n—simple pour X si et seulement si on a

To(z,X)=1 et Tp(x,X) =1.

Cette proposition fournit une caractérisation locale efficace des voxels simples dans Z3
qui ne nécessite pas de calcul de la caractéristique d’Euler du voisinage d'un voxel z,

contrairement a la Définition 10.2.

Nous avons représenté dans la Figure 10.7 plusieurs configurations locales de voxels qui
sont pour certains n—simples et pour d’autres non n—simples pour n € {6,6+, 18,26}.
Par exemple, le voxel x de la Figure 10.7(a) n’est pas 18—simple car la suppression de
ce voxel aboutirait, ou bien a la création d’'une nouvelle composante 18—connexe, ou
bien a la suppression d’'un (grand) tunnel de I'objet X. Par contre, ce méme voxel est
26—simple car les deux voxels a et b de cette figure sont 26—adjacents. Dans le cas de la
Figure 10.7(b), le voxel x n’est pas 26—simple car I'effacement de = provoquerait soit la
création d’une nouvelle composante 26—connexe, ou bien la suppression d'un 26—tunnel
de X ; alors que ce voxel est 18—simple car le voxel p n’est pas 18—adjacent a x de sorte

que cette déconnexion ou suppression de tunnel ne peut se produire si n = 18.

La cas de la Figure 10.7(d) nécessite une description plus détaillée. En effet, dans ce cas,
le voxel z n’est pas 26—simple car Tg(x, X) = 2 alors qu'il est 18—simple car Tig(z, X) =
Ter(z,X) = 1. En d’autres termes, ce voxel n'est pas 26—simple car sa suppression
provoquerait soit la reconnexion de deux composantes 6—connexes de X, soit la création
d’un 6—tunnel (de grande taille) dans X. Dans le Chapitre 12, nous montrerons que dans
ce cas, soit un 26—tunnel de X est créé ou bien deux composantes 6—connexes de X sont

reconnectées par effacement du voxel z.

Dans le cas de la Figure 10.7(e) nous avons illustré 1'utilité des voisinages géodésiques
pour éviter le recours a la caractéristique d’Euler pour la détection des tunnels de tailles
réduites. En effet, 'ensemble des voxels gris de cette figure, avec x, constitue un tunnel de
X pour (n,7) = (6,26) (les deux voxels de X représentés en pointillés sont 26—adjacents)
et on a Tg(x, X) = 2. Toutefois, pour (n,m) = (6+,18) on remarque que ces mémes
voxels ne constituent pas un tunnel (les points de X représentés en pointillés ne sont pas

18—adjacents) et on a Tgy (2, X) = 1.
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Q: Nzﬁ(ﬂf) NnxX

x n’est pas 18—simple car Tig(x, X) =2
x est 26—simple car Thg(z, X) = Tg(z, X) =1

(a)

x est 18—simple car Tig(r, X) = Ty (2, X) =1
x n’est pas 26—simple car The(z, X) = 2

(b)

x n’est ni 26—simple ni 18—simple
car TQﬁ(Z’,X) = Tlg(l',X) =2

()

z est 18—simple car Tig(z, X) = Tp r,X)=1
x n’est pas 26—simple car Tg(x, X) = 2

(d)

z n'est pas 6—simple car Tg(z, X) =2
x est (6+)—simple car Tg, (x, X) = Tig(z, X) =1

()

F1G. 10.7: Vozels simples et non simples dans Z3.
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Maintenant, on peut trouver deux limites a 1'utilisation de la caractéristique d’Euler pour
caractériser la préservation de la topologie dans Z3. Tout d’abord, il est trés difficile de
formaliser a I'aide de cette caractéristique le fait que les tunnels des Figures 10.3(b) et
10.3(c) sont différents. Et cette limite rend la caractérisation des voxels simples ambigiie.
D’autre part, une autre définition des tunnels a été utilisée par Morgenthaler dans [Mor81]
et aussi par Bertrand dans [Ber94, BM94]. Cette définition a été introduite comme solu-
tion a l'inconvénient de la caractéristique d’Euler évoqué précédemment, et utilise le fait
qu'un tunnel est détecté par la présence d’un chemin fermé dans un objet qui n’est pas
réductible dans cet objet, suivant I'idée de la définition dune partie simplement connexe
d’un espace topologique rappelée dans la Partie I. Cette idée, qui a motivé I'introduc-
tion par T.Y. Kong du groupe fondamental discret ([Kon89]), a alors été utilisée pour
formaliser dans les preuves les phrases “aucun tunnel n’est créé ni supprimé dans X et
“aucun tunnel n'est créé ni supprimé dans X7 de la Définition 10.1. Cependant, certains
arguments deviennent invalides dans ce nouveau contexte quand ils utilisent en méme
temps les deux définitions possibles d’un tunnel. Un exemple d’un tel argument se résume
de la maniere suivante: Morgenthaler a établi dans [Mor81] que NH(X) = NH(X) ou
N H(X) est le nombre de tunnels dans X (Number of Holes d’apres la terminologie utilisée
dans [Mor81]). Cette propriété est déduite de la définition de la caractéristique d’Euler.
Maintenant, si un tunnel est créé dans le complémentaire de X par effacement du voxel x,
i.e. il existe un chemin fermé 7 dans X U {z} qui est réductible dans X U {x} mais aucun
chemin fermé dans X n’est homotope au chemin 7 ; alors, comme NH(X) = NH(X), on
déduit qu’un tunnel a été créé dans X.

En pratique, il n’est pas difficile de prouver qu'un tunnel est créé dans le complémentaire
d’un objet par effacement d’un voxel (voir Section 12.1), alors qu’il est plus difficile de
montrer la méme chose pour 1'objet sans utiliser I’argument précédent. Mais le fait est
que ce dernier argument utilise deux approches différentes de la définition d’un tunnel qui
font appel a deux invariants topologiques définis de manieres distinctes : la caractéristique
d’Euler et une version “informelle” du groupe fondamental discret. En effet, le lien entre
ces deux invariants n’a pas été clairement démontré dans la cas discret, et ceci peut étre
jugé insatisfaisant. Maintenant, une formalisation convenable de la propriété de simplicité
en 3D a été proposée par Kong en utilisant le groupe fondamental discret, a partir de
l'idée donnée par Morgenthaler dans [Mor81]. Cette formalisation est présentée dans la

sous-section suivante.
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10.3 Utilisation du groupe fondamental discret

Le groupe fondamental discret, introduit par Kong dans [Kon89] et dont la définition est
rappelée dans la Section 2.3, permet de formaliser la caractérisation des voxels simples de

la maniere suivante, qui n’est pas ambigiie contrairement a la définition Définition 10.1:

Définition 10.5 Soient X C Z* et x € X. Le vozel x est dit n—simple pour X (n €

{6,6+,18,26} ) si les quatre conditions suivantes sont vérifiées :

i) X et X\ {x} ont le méme nombre de composantes n—connexes.
i) X et X U{z} ont le méme nombre de composantes — connexes.

iii) Pour chaque vozel B de X \ {x}, le morphisme de groupes i, : I} (X \ {z}, B) —

II7(X, B) induit par Uapplication d’inclusion i : X\{x} — X est un isomorphisme.

i) Pour chaque vozel B' dans X, le morphisme de groupes i’ : IIT(X, B") — T (X U

{2}, B') induit par Uapplication d’inclusion i’ : X — XU{x} est un isomorphisme.

La définition du morphisme de groupes induit par une application d’inclusion peut étre

trouvé dans la Section 2.3.2.

Cette définition semble convenable puisqu’elle permet non seulement de formaliser le fait
que X et X \ {z} [resp. X et X U {x}] ont le méme nombre de tunnels, mais surtout
le fait que ces tunnels sont les mémes. Comme illustration de cette propriété, on peut

revenir a ’exemple donné page 165 (Figure 10.3).

Nous avons représenté dans la Figure 10.8(a) un objet X (points noirs) et un chemin
fermé ¢ d’un voxel B a B dans X. Alors, la classe d’homotopie [c]ys(x py est claire-
ment 1’élément neutre de (IT8(X, B), ) puisque ¢ est 6—homotope au chemin (B, B)
dans X. Toutefois, le méme chemin ¢ n’est de facon évidente pas 6—réductible dans
X\ {z} (Figure 10.8(b)). On en déduit que le morphisme de groupes i, de I1¢(X \ {z}, B)
dans TI¢(X, B) induit par linclusion de X \ {z} dans X n’est pas injectif. En effet,
el gey,5) = 1([(Bs B)lngx\(a),5)) alors que [c]ngx\(ay,m) 7 (B, B)lms(x\(a.5):

D’autre part, la classe d’équivalence du chemin ¢ dans l'objet représenté dans la Fi-
gure 10.9(a), qui n’est évidement pas I’élément neutre de (II%(X, B),*), ne peut étre
atteinte par le morphisme i, car aucun chemin fermé dans X \ {z} est 6—homotope au

chemin ¢ dans X. En d’autres termes, le morphisme i, n’est pas surjectif.
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® X o X\{x}
- C - C
— 6-adjacence — 6-adjacence
B
(a) Un objet X. (b) L’objet X \ {z}.

F1G. 10.8: Le morphisme de groupes induit par linclusion de X \ {x} dans X n’est pas

injectif.

o X\{x

— 6-adjacence

"B

(a) Un objet X. (b) L’objet X \ {z}.

F1a. 10.9: Le morphisme induit par Uinclusion de X \ {z} dans X n’est pas surjectif.
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Finalement, on voit que la Condition iii) de la Définition 10.5 parait suffisante pour

détecter que, de fagon simultanée, un tunnel est créé alors qu’'un autre est supprimé.

10.4 Autres approches pour une caractérisation lo-

cale

Nous devons mentionner ici des travaux dont le but est de trouver des caractérisations
locales des voxels simples qui soient calculables de maniere efficace. Par exemple, Saha
et al. ont donné dans [SC94] une caractérisation locale des voxels simples pour (n,7) =
(26,6) (équivalente a celle se trouvant dans [BM94]) et qui abouti & la définition d’un
algorithme efficace de détection de ce type de point.

D’autre part, on peut encore utiliser une approche différente pour caractériser les points
simples 3D. Ainsi, dans [Kon95], T.Y. Kong donne une caractérisation locale des points
simples 3D, reposant sur la notion d’ensemble de recollement, qui possede la bonne pro-

priété d’étre plus “visuelle” que les autres caractérisations rappelées dans ce chapitre.






Chapitre 11

Le nombre d’entrelacement

Dans le chapitre précédent, nous avons rappelé la définition des voxels simples dans Z?3 et
donné quelques définitions formelles de cette propriété. Dans cette partie, nous sommes
intéressés par la définition d’une caractérisation globale des voxels simples, basée sur
I'utilisation du groupe fondamental, mais plus concise que la Définition 10.5. En effet,
notre but est ici de montrer que la Condition iv) de la Définition 10.5 est une conséquence
des Conditions i), i) et iii) de cette définition. Cette idée sera illustrée dans la section qui

suit et constitue une des motivations de la définition du nombre d’entrelacement discret.

11.1 Motivation

La Condition #i7) de la Définition 10.5 stipule qu'un voxel ne peut étre simple, entre autres,
que si tous les tunnels d’un objet existent toujours, et auxr mémes endroits dans l'objet
privé du voxel considéré. D’autre part, cette condition précise aussi qu’aucun nouveau
tunnel ne doit étre créé dans 'objet apres suppression du voxel en question. Considérons
alors la configuration locale représentée dans la Figure 11.1(a) ou le voxel central = n’est
pas n—simple pour n € {6,6+,18,26}. En effet, cette configuration peut faire partie du
cube creux X' représenté dans la Figure 11.1(b) de sorte que deux composantes connexes
du complémentaire de cet objet soient réunies apres effacement du voxel x (Condition i
de la Définition 10.5). Néanmoins, cette configuration locale peut aussi étre une partie
de I'objet X” de la Figure 11.1(c) de sorte qu’un tunnel apparait dans X” U {z} comme
illustré par la Figure 11.1(d). En effet, le chemin fermé ¢ de la Figure 11.1(d) n’est pas

réductible dans X”U{z} donc X”U{x} possede un tunnel, alors que X” n’en a pas. Nous
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verrons dans la Section 12.1 comment la présence de ce tunnel dans X” U {x} peut étre
démontrée dans ce cas. Maintenant, nous remarquons aussi dans la Figure 11.1(d) que le
chemin noir 7 dans X” \ {2} n’est lui aussi pas réductible dans X" \ {z}. Cependant, ce
fait intuitif n’est pas simple a démontrer en utilisant les seuls outils a notre disposition
dans le cadre discret. Maintenant, une fagon de prouver le fait que 7 n’est alors pas
réductible dans X"\ {x} est de constater que les deux chemins 7 et ¢ de la Figure 11.1(d)
sont liés (ou entrelacés) et ne peuvent pas étre déliés si la seule opération possible est
une déformation homotopique de I'un des chemins 7 ou ¢, respectivement dans X \ {z}

et dans X U {z}, et donc dans le complémentaire de I'autre.

HEEEEN

(a) = et Nag(z) N X (b) X’ (c) X" (d) X"\ {2}

o {00} X

FIG. 11.1: Un tunnel est créé dans X si et seulement si un tunnel est créé dans X (voir

la preuve du Théoréme 16).

De facon similaire, observons la configuration de la Figure 11.2(a). Si une telle configura-
tion apparait dans 'objet Y’ de la Figure 11.2(b), alors le voxel y n’est pas simple car une
composante connexe de Y’ est séparée en deux par suppression du voxel y. Maintenant,
la méme configuration peut apparaitre dans l'objet Y de la Figure 11.2(c), alors on peut
prouver aisément (et de fagon similaire au cas du chemin ¢ de la Figure 11.1(c)) que le
chemin fermé n’ n’est pas réductible dans Y” de sorte que Y” possede un tunnel alors
qu’il est clair que Y\ {y} n’en a pas. Un nouvelle fois, en utilisant la propriété d’entrela-
cement mentionnée précédemment, on est aussi capable de montrer que le chemin fermé
¢ de la Figure 11.2(d) n’est lui non plus pas réductible dans Y”; ainsi le tunnel de Y”
aura lui aussi disparu apres suppression du voxel .

Tout ceci donne une idée du fait que la création [resp. la suppression| d’un tunnel dans
un objet par effacement d’un voxel est étroitement liée & la création [resp. la suppression]

d’un tunnel dans son complémentaire. En fait, une telle propriété se démontre de fagon
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(a) y et Nog(z)NY (b) Y’ (c)Y” (d)Y”

Fic. 11.2: Un tunnel est supprimé dans X si et seulement si un tunnel est supprimé dans

X.

directe quand on consideére uniquement le nombre de tunnels calculé a I’'aide de la ca-
ractéristique d’Euler. En effet, suivant [Mor81], si on note NCC(X), NC(X) et NT(X)
respectivement le nombre de composantes n—connexes, cavités et tunnels d’une partie
X de Z3, alors il est immédiat que NCC(X) = NO(X) et NC(X) = 1+ NCC(X).
Mais la caractéristique d’Euler d’un objet discret, suivant ’équation 10.1, peut aussi étre
calculée en comptant le nombre d’occurences d’'un nombre fini de motifs élémentaires
dans 'objet comme proposé dans [Mor81] et [Mor80]. Ensuite, suivant cette méthode
de calcul, [Mor80] contient une preuve du fait que xz(X) = 1 + x,(X). Finalement, en
utilisant cette derniere égalité, il est immédiat que le nombre de tunnels dans X est égal
au nombre de tunnels dans X. Cependant, comme expliqué précédemment, le nombre
de tunnels est un invariant topologique moins précis que le groupe fondamental discret.
Néanmoins, le nombre d’entrelacement nous permettra d’établir une telle relation entre

les tunnels de 1'objet et les tunnels de son complémentaire en utilisant le seul invariant

topologique considéré par la Définition 10.5: le groupe fondamental discret.

11.2 Le nombre d’entrelacement discret

Dans cette section, nous définissons le nombre d’entrelacement entre deux chemins fermés
de voxels qui ne s’intersectent pas. Ce nombre n’est autre que 'analogue du nombre d’en-
trelacement tel qu’il est défini en théorie des noeuds, mais pour des courbes discretes.
Il compte le nombre de fois qu'un chemin fermé donné est entrelacé avec un autre che-
min fermé. Comme notre but est d’utiliser cet outil pour prouver des théoremes por-

tant sur la topologie d'un objet discret, nous sommes intéressés par le nombre d’en-
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trelacement entre un n—chemin fermé et un m—chemin fermé pour un couple (n,7) de
{(6+, 18), (6, 26), (18,64),(26,6)}. Nous donnons trois exemples de telles paires de che-
mins fermés et leurs nombres d’entrelacement associés dans la Figure 11.2. Classiquement,
le nombre d’entrelacement est calculé en comptant algébriquement le nombre d’occurences
de croisements, tels que ceux représentés dans la Figure 11.3, dans une projection réguliere
a deux dimensions des chemins (voir [Rol]). Dans notre cas, nous définissons le nombre

d’entrelacement de telle sorte qu’il puisse étre calculé par des opérations en entier portant

sur les coordonnées des voxels constituants les chemins considérés.

n/ \
o/ A

=

(a) Compter -1 pour (b) Compter +1 pour (¢) Le nombre d’entrelace-
chaque occurence de chaque croisement de ment associé a cette projec-
ce type de croisement ce type. tion est -2.

dans la projection.

Fi1G. 11.3: La facon dont est calculé le nombre d’entrelacement “classique” a partir d’une

projection réquliere des deux chemins c et .

SamSEmansaaEt
EERNEIR ERanE —
m ]

1 ]
5' y

(a) Un 18—chemin fermé et (b) Un 18—chemin fermé et
un 6—chemin fermé dont le un 6—chemin fermé dont le
nombre d’entrelacement est nombre d’entrelacement est
+1. +2.

Fi1G. 11.4: Trois types de liens.

Par exemple, le nombre d’entrelacement peut étre calculé immédiatement pour les deux

. |
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(c) Le lien de Whitehead,
dont le nombre d’entrelace-

ment est nul.
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chemins représentés dans la Figure 11.5. Nous donnons le principe de base de ce calcul
dans ce cas. Tout d’abord, nous choisissons de calculer le nombre d’entrelacement en uti-
lisant une “pseudo-projection” 2D des deux chemins considérés sur le plan qui contient
les deux premiers axes de coordonnées. Nous appelons cette projection une “pseudo-
projection” 2D car la donnée de la troisieme coordonnée des voxels n’est bien stur pas
oubliée. Alors, on remarque que le seul voxel du chemin gris qui a la méme projection que
des voxels blancs (exactement quatre d’entre eux) est le voxel z;. Ensuite, on ne retient
que les voxels du chemin blanc qui ont une troisieme coordonnée supérieure a celle de x;
et la méme projection que x; (comme les voxels a et b dans la Figure 11.5). Pour chacun
de ces voxels, une contribution dépendant de la position des voxels suivants et précédents
du chemin blanc qui n’ont pas la méme projection que x; est calculée. Dans cet exemple,
les deux contributions associées aux voxels a et b seront de signes opposés. La somme
de toutes ces contributions est le nombre d’entrelacement des deux chemins, zéro dans
ce cas. En fait, en utilisant des demi-contributions comme pour le nombre d’intersection
introduit dans la partie précédente, nous comptons le nombre d’intersection transversales
orientées entre les projections des deux chemins; en ne considérant que les intersections
pour lesquelles le premier chemin passe “devant” le second (considérant le troisieme axe de
coordonnée). Ainsi, dans la Figure 11.7(c) et la Figure 11.7(d) nous avons marqué en gris
foncé les deux ensembles de voxels consécutifs du premier 6—chemin de la Figure 11.7(a)
qui ont une projection identique avec des voxels (en gris clair) du 18—chemin. Alors, en
prenant en compte la position des voxels marqués d’une croix, on peut déterminer si une
telle intersection projetée est transversale ou non, ainsi que son signe (un exemple d’inter-
section tangente est donné dans la Figure 11.8). Finalement, en comptant algébriquement
les trois projections transversales présentes dans la Figure 11.7, on obtient un nombre

d’entrelacement de £1 en fonction des orientations des paramétrisations des chemins.

Notation 11.1 Nous noterons P I'application suivante :
P 7: — 77
(z',22,2%) — (2',22)
Nous devons maintenant définir le prédécesseur [resp. le successeur] d’un voxel x; d'un
n—chemin ¢ selon un projection P qui est le premier voxel qui précede [resp. suit] x; dans la

paramétrisation de ¢ et dont la projection par P est différente de celle de x;. Remarquons

que les deux nombres Pred et Succ définis ici sont des indices de la paramétrisation des
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chemins. Finalement, la donnée de ces indices nous permet de définir une orientation pour

les intersections dans la projection des deux chemins fermés.

Définition 11.1 (Pred et Succ) Soient ¢ = (x)k=o.. 4 un n—chemin fermé et x; un
vozel de ¢ pour i € {0,...,q}. Alors, Succ.(i) est le plus petit entier | supérieur a i tel
que P(x;) # P(x;) ; si un tel entier | n'existe pas alors Succ.(i) est le plus petit entier | < i
tel que P(x;) # P(xy). Si un tel | n'existe pas non plus, alors, clairement P(x;) = P(x;)
pour tout 1 € {0,...,q} et on définit Succ.(i) = i.

De fagon similaire, Pred.(i) est lindice | précédant i dans la paramétrisation cyclique de

c tel que P(x;) # P(xy), ou bien Pred.(i) =i si P(x;) = P(z;) pour tout | € {0,...,q}.

Toujours dans le but de compter les intersections transversales dans la projection des

deux chemins, nous définissons la notion suivante de mouvement projectif.

Définition 11.2 (mouvement projectif) Soit ¢ = (z4)k—o.. 4 un n—chemin fermé et
soit i € {0,...,q}. De plus, soit V' le 8—woisinage de (0,0) dans le plan discret (i.e.
V=({-1,0,1} x{—1,0,1})\{(0,0)}). On définit le mouvement projectif P.(i) € V xV
associé a l'indice i de ¢ par:

PC(Z) = ((‘T}Dredﬂ(i) - Ill’ x??redw(i) _'rlg)7 <xk19uccw(i) —gj‘,}, xQSuccw(i) _x’LQ)) = (PC(Z.)PTEd7 Pc(i)Succ) :

Le mouvement projectif représente la position des voxels précédant et suivant z; dans c et
dont la projection ne coincide pas avec celle de x;. Ces positions sont normalisées dans une
grille 3 x 3 centrée sur le point de coordonnées (0, 0) qui est associé a la projection de z;.
Ainsi, le mouvement projectif du voxel x; de la Figure 11.5 est ((—1,0), (1,0)) et peut étre
représenté comme dans la Figure 11.6. Notons que ce mouvement projectif ne sera utilisé
pratiquement que pour les seul indices 7 € {0,...,qg—1} tels que Pred.(i) = i—1. En effet,
nous devons compter une seule et unique contribution au nombre d’entrelacement pour
toute suite de voxels d’un des chemins qui ont la méme projection, et nous choisissons de

facon arbitraire de ne retenir que le premier voxel de chacune de ces suites.

Définition 11.3 (gauche et droite) Soit ¢ = (x;)i—0.. 4 un n—chemin et V' ’ensemble
introduit dans la Définition 11.2. On peut paramétrer [’ensemble des points de V en
utilisant le sens trigonométrique autour du point (0,0). Alors, étant donné un mouvement
projectif P = P.(i), on définit les deux ensembles Left(P) et Right(P) de la maniére

suvante :
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Right(P) est l’ensemble des points rencontrés quand on parcourt V de PTd yers Pouee
en suivant la paramétrisation de V, sans les points PS5 et PTred,

Left(P) est ’ensemble des points rencontré quand on parcourt l’ensemble V de P q
Prred en suivant la paramétrisation de V., sans P et Prred.

Ezxzemple: Si P = ((—1,0),(1,—1)) alors Right(P) = {(—1,—-1),(0,—1)} et Left(P) =
{(1,0),(1,1),(0,1), (=1, 1)}.

Notation 11.2 Dans la suite, on dira que deux chemins 7 et ¢ vérifient la propriété
H(m, c) si 7 est un n—chemin fermé pour n € {6,6+} et ¢ est un 7—chemin fermé tel que

ANt =10.

Dans la suite de cette partie, on considere n € {6,6+}. De plus, afin de raccourcir les

notations, nous utiliserons les notations suivantes pour les intervalles d’entiers.

Notation 11.3 Soient a € Z et b € Z avec a < b. Alors on utilise les notations suivantes

pour les intervalles d’entiers:

la,b] = {i€Z]|a<i<b}

la,b] = {i€Z]|a<ieti<b}
la,b) = {i€Z]|a<ieti<b}
la,b] = {i€Z|a<ieti<b}

Définition 11.4 (contribution au nombre d’entrelacement) Soient deux chemins
fermés m = (Yr)r=o..p €t ¢ = (T;)iz0,..q tels que H(m,c) soit vérifice. On définit comme
suit W o(k,1), la contribution directe au nombre d’entrelacement d’un couple (k,i), ot
0<k<pet0<i<g.

- Siyd > a? ou Plyr) # P(x;) ou Pyx) = Plyr—_1) ou encore si P(x;) = P(x;_1) alors
W e(k, 1) =0,

— sinon, soit Pr = Pr(k) et P. = P.(i) les mouvements projectifs associés auz indices i

et k (notons que dans ce cas Pred.(k) =k —1 et Pred.(i) =i —1):
— §i prred = pSuce glors W, (k,i) = 0,

— sinon Wr (ki) = W (ki) + W} (ki) ot

Wi (ki) = —0.5 si Ppred € Left(Pr), W, (k,i)=—05 si P € Right(Pr),

W o(k,i) = 0.5 si PP € Right(Pr), W/ (ki) = 0.5 si P7* € Left(Px),
i)

W .(k, sinon. Wi.(k,i) =0 sinon.
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Définition 11.5 (nombre d’entrelacement) Soient m = (yx)r—o...p €t ¢ = (Ti)iz0...4
deur chemins fermés tels que H(m, c) soit vérifiée. On définit le nombre d’entrelacement

de et ¢ (noté L. .) par:

Lrc= W, o(k, 1) (11.1)

Notation 11.4 Etant donnés 7 = (Yk)k=o0,...p €t ¢ = (2)i=o0,....q, ON NOtE:

p—1 q—1
Pour i € [0,q — 1], L] (i) = Z Wi e(k,i) et pour k € [0,p — 1], Lg (k) = Z Wi o(k,d).
k=0 i=0

11.3 Un nouvel invariant topologique

Nous présentons les deux résultats principaux qui sont prouvés dans ce chapitre a propos
de l'invariance du nombre d’entrelacement apres déformation homotopique de I'un des
deux chemins pour lesquels il est défini. Ces résultats tres intuitifs, une nouvelle fois iden-
tiques a ceux du cas continu, sont prouvés dans ce chapitre en utilisant des considérations

techniques mais tres simples mettant en jeu les coordonnées entieres des voxels.

Théoréme 14 Soient w et ©' deux n—chemins fermés (n € {6,6+4}) et ¢ un n—chemin
fermé dans Z3 tel que ™ Nc* =0 et 7" Nec* = 0. Si 7 est n—homotope a © dans Z3 \ c*

alors Ly .= Ly .

Théoréeme 15 Soit m un n—chemin fermé (n € {6,6+}), et soient ¢,c’ deux n—chemins
fermés dans Z2 tels que 7* Nc* =0 et 7N ™ = 0. Si ¢ est n—homotope a ¢ dans 73\ 7*

alors Ly o = Ly .

A titre d’illustration, on se convainc aisément que toute 18 —déformation homotopique du
18—chemin fermé blanc de la Figure 11.4(b) dans le complémentaire du 6—chemin fermé

gris ne peut modifier le nombre d’entrelacement associé a ces deux chemins.

11.4 Propriétés utiles

Dans cette section, on donne la définition de la contribution indirecte au nombre d’en-

trelacement qui fournit un moyen de calculer le nombre d’entrelacement en parcourant
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les voxels du 18 ou du 26—chemin et en comptant les croisements avec la projection
du 6—chemin. Ceci aboutit a une définition équivalente du nombre d’entrelacement, qui
permet de prouver de fagon similaire deux propositions concernant une propriété d’ad-
ditivité du nombre d’entrelacement par concaténation des chemins (Proposition 11.3 et
Proposition 11.2 de cette section). Cette propriété d’additivité sera utilisée dans la section

suivante pour prouver les deux théoremes principaux de ce chapitre.

11.4.1 Une définition équivalente du nombre d’entrelacement

Définition 11.6 (contribution indirecte au nombre d’entrelacement)

Soient m = (Yk)k=o,.p €t ¢ = (T;)iz0,.q deur chemins fermés tels que H(m, c) soit
vérifiée. On définit de la maniére suivante M. (i, k), la contribution indirecte au nombre
d’intersection d’un couple (i,k) ot 0 <i<qet0<k<p.
= Siyp > ¥ ou Plyr) # P(xy) ou Plyr) = P(yx_1) ou encore P(x;) = P(x;_1) alors
M. (i, k) =0,

— sinon, soient P, = Pr(k) et P. = P.(i) les mouvements projectifs associés auz indices

1 etk:
- S5 'Pfred = Pcsucc alors M. (i, k) =0,

— sinon M. (i, k) = M_ (i, k) + MF (i, k) ou:

M (i,k) = 0.5 si PF™ € Left(P.), MJ (i, k) = 0.5 si P2"* € Right(P.),
M, (i,k) = =05 si PE™ € Right(P.), M. (i,k)=—0.5 si P2" € Left(P.),
MZ,(i,k) =0 sinon. M, (i,k) = 0 sinon.

Lemme 11.1 Soient @ = (Yi)k=o,..p €t ¢ = (Zi)iz0,.q deus chemins fermés tels que

H(m, c) soit vérifiee. Alors, Wy o(k,i) = M. (i, k).

Preuve : La premiere condition de la Définition 11.4 et celle de la Définition 11.6
sont identiques. Maintenant, si PLm? = PSuee alors W, .(k,i) = 0 mais il est alors clair
que quelque soit la configuration P, on a M, (i, k) = 0 puisque P4 et PSue soit se
trouvent tous les deux du méme coté de P,, soit sont tous les deux égaux a P ou a
Psuce. De la méme fagon, si PLe = P alors W, (ki) = M, (i, k) = 0.

Si Plred o pSuce o phred oL PpSucc nous devrions évaluer W, (i, k) en fonction des

positions des points P74 et P qui fournissent immédiatement les positions de PF7e
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et PJuee relatives & P.. Dans tous les cas, on remarque simplement que M. .(i,k) =
Wi o(k,4). La Figure 11.9 donne un apercu des quatorze configurations de mouvement
projectifs qui peuvent se produire entre un n—chemin et un n—chemin. Le lecteur peut
vérifier aisément que les contributions directes et indirectes de ces points d’intersections

sont égales. O

HA KT AAKNRXX

F1G. 11.9: Quatorze types d’intersections possibles dans un mouvement projectif.

qg—1 p—1
Remarque 11.1 D’apreés le Lemme 11.1 on a: L. = Z Z M. (i, k). De plus, il est

i=0 k=0
clair que le nombre d’entrelacement n’est pas dépendant du choix d’une paramétrisation

pour l'un ou l'autre des chemins, pour peu que l’orientation de cette paramétrisation soit

préservée.

11.4.2 La propriété de concaténation

Proposition 11.2 Soient w1, mo deux n—chemins fermés ayant les mémes extrémités et
¢ un m—chemin fermé tel que les hypotheéses H(c,m) et H(c,ms) soient vérifies. Alors,

L7r1.7r2,c - L7r1,c + L7r2,c-

Preuve : Soit les chemins ¢ = (x¢,..., %), T = (20,---,2p,), T2 = (to,...,tp,) €t
1.y = (?/0; cee 7yp1+p2)‘
q—1 q—1
D’apres la Définition 11.5, on doit montrer que Z Lo (i) = Z L7 Z L7 (i
=0 i=0
Plus précisément, il est suffisant de montrer que L7172 (i) = L7 (i) + L72 (i ) pour tout

i € [0,q — 1]. Suivant la Définition 11.4, les deux termes de 1’égalité précédente sont
nuls si P(x;—1) = P(x;) ou bien si P(x;-1) = P(Tsucc.(i))- Aussi, nous devons examiner
uniquement le cas ou le mouvement projectif P = P,.(i) (voir Définition 11.4) n’est pas

trivial dans le sens ot PF7ed £ PpSuce,
p1+p2—1 p1—1 p2—1

Dans ce cas on montre que: Z |/ p— ) Z M. (i, k) + Z M, (i, k).
e Si m; et my sont tous les deux des chemins fermes dont la prOJeCtIOH est réduite a un
unique point, i.e. P(z9) = P(zx) = P(ty) pour tout k& € [0,p; — 1] et P(ty) = P(tx) pour

tout k € [0, pa — 1] alors il est immédiat que Ly, . = Lry e = Ly .my.e = 0.
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e Si le chemin 7, a une projection réduite a un seul point (i.e. Succr,(0) = 0) et que la
projection de 7 n’est pas réduite a un seul point (i.e. Succy, (0) # 0) alors L, . = 0 et

on montre que Ly, . = Ly, x, .. En effet, dans ce cas et pour tout i € [0,q — 1]:

Succry .mq(0)—1 Predr; .z (0)—1
ng,c(l) = Z MC,ﬂ'l-ﬂz(i?k) _'_ Z Mc,ﬂ'lﬂz(i?k)
k=0 k=Succr, .z (0)
p1t+p2—1 o (112>

+ Z Mc,ﬂlﬂrg (Z> k)

k=Predz, =5 (0)
Mais, d’apres la définition de Succy, ., (0) et Pred,, ,(0) et du fait que la contribution
indirecte d'un couple (k,i) est égale a zéro dans le cas ou P(yx) = P(yx_1) on obtient

que:
p1+p2—1 Succry.my(0)—1

Z My (4, k) + Z Moy (15 k) = My oy (Pred i, 7, (0) + 1, K)
k=0

k=Predr =4 (0)
On remarque également que Pred, .,(0) = Pred, (0) €]0,p1[ puisque P(yx) = P(yp,)

pour k € [p1,p1 + pa]. Mais y; = 2; pour tout j € [0,...,p1] de sorte que Ypped, . 0) =
ZPredy, (0) €6 YPredy, »y(0)41 = ZPredy, (0)+1- D’autre part, on a Succq x,(Predy, -,(0) +1) =
SucCq, ,(0) d’apres la définition de Succ et Pred. Mais Succy, ,(0) €]0, p1| de sorte que
Sucer, 7, (0) = Sucey, (0) = Sucey, (Pred,, (0) + 1). Finalement, on obtient que:

YSucer, my(Preds, my(0)+1) = ZSucen, (Preds, (0)+1)- Lt, par définition de la contribution au nombre
d’entrelacement, on a alors:

M. zy 2y (2, Pred s, ,(0) + 1) = M, ., (i, Pred,, (0) + 1).

Suivant la définition de Succy, (0) et Pred. (0) et puisque la contribution d’un couple

(k,7) est égale a 0 dans le cas ou P(zx) = P(2_1) on a:

p1—1 Succry (0)—1
Mo, (i, Pred, (0) +1) = > Mo (k) + > Mg, (i k).
k=Predr, (0)+1 k=0

D’apres U'expression de L7172 (i) dans I'équation 11.2, et comme la séquence des voxels

de 7 apparait dans 7.7 entre Succy, ,(0) et Pred,, ,(0):

Preds, .75 (0)

L2e(i) = Meg x,(Predr, x,(0) +1,k) + Y Memml(ik)

k=Succry.my(0)

Predr, (0)

— M, (Pred,, (0) +1,k) + > Mg (i k)
k=Succr, (0)

= L7 .()

e Le cas ou Succy, (0) = 0 et Sucer,(0) # 0 est identique.
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e Dans le cas ou aucun des deux chemins 7, et m5 n’a sa projection réduite a un unique
point (i.e. Succr, (0) # 0 et Sucer,(0) # 0); alors, en utilisant les mémes considérations

que dans le cas précédent, on montre que:

Predr, (0)

L7 (i) = Meq, (i, Predy, (0) + 1) + ) Mo, (ik) (3.1)
k=Succr, (0)
Predz,(0)

L7 (i) = Men,(i, Pred,,(0) + 1) + Y Men(ik) (3.2)

k=Succrq(0)
PT@dTrl .o (pl)

Lﬁﬁi,c(i) = Mz .m (i> Predz, r, (0) + 1) + Z My . (ia k) (3-3)
k=Succr, .75 (0)
Preds; x5 (0)

+ Meryn (i, Predy, o (p1) +1) + Z 1|/ p— )
k=Suceny my (p1)

Pour k € [Succy, (0), Pred;, (0)] = [Succq, ,(0), Pred,, ~,(p1)] CJ]0,p1[ on a z = yp,
Zk1 = Yeo1 € ZSucey, (k) = YSucer, (k) dONC M (i, k) = Mer, =, (i, k). Alors, la somme
de I’équation (2.1) est égale a la premiere somme de I’équation (2.3).
Pour k € [Succy,(0), Pred,,(0)] = [Succr, =, (p1) — p1, Pred, +,(0) — p1] C]0O, po] on a t, =
Ytpr> o1 = Uktpr—1 € LSucer, (k) = YSuceny my (k) tpr> dONC Moy (i, k) = W r) 1, (i, k + p1).
Alors, la somme de 1'équation (2.2) est égale a la deuxieme somme de I’équation (2.3).
Il reste a montrer 1'égalité entre M. ., (i, Pred,, (0) + 1) + M, (i, Pred.,(0) + 1) et la
somme M,z .z, (1, Pred, 7, (0) + 1) + M )z, (4, Predq, r,(p1) + 1). Mais,
Mz, (i, Pred,, (0) +1) = Mz, ., (i, Pred r,(p1) + 1) car ZPred, (0) = YPredn; n(p1)-
Mcfm (7, Pred,(0) + 1) = Mcfmm (4, Preda, y(0) + 1) car 2guce,, (Preds, (0)41) = ZSuce, (0) =
YSucern, .xp(0) = YSucer .my (Predn .xy(0)+1)-

M., (i, Pred,,(0) + 1) = M_, ., (i, Predy, ,(0) + 1) car tpred,. (0) = YPredz, »y (0)-

c,mo C, 1.7
MZF, (i, Pred,,(0) + 1) = MZ (i, Predy, ,(p1) + 1) ar tsuce,, (Preda, (0)+1) = tSucen, (0) =
tSucc,rljr2 (p1) — tSucc,rl‘Q(Pv"eoi-,rl,7T2 (p1)+1)-

Finalement, M, (i, Pred,, (0) + 1) + M., (¢, Pred.,(0) + 1) = Mz, x, (i, Pred, ,(0) +
1) + Mc77r1.7r2 (Za Predﬂl-ﬂ'z (pl) + 1) O

Proposition 11.3 Soient ¢, et co deux chemins fermés ayant les mémes extrémités et ™

un chemin fermé tel que H(cy, ) et H(cy, w) sont vérifiées. Alors, Lx e,y = Liey + L e, -
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Preuve : Soient 7 = (yo,..-,¥p), ¢1 = (205.--,24), 2 = (to,-. tq2) et c1.cp =
p—1 p—1

(%0, - .-, Tg +4,)- 11 nous faut montrer que Z L}, (k) = Z L. (k Z Lz, (k
k=0 k=0

Plus précisément, on démontre que pour tout k € [0,p — 1] on a:

L?c?c?(k) L?rlcl (k) + Lfrzcz(k)
D’apres la définition de la contribution directe d’un couple (k, i) au nombre d’entrelace-
ment, les termes de 1'égalité précédente sont tous les deux nuls si P(yr_1) = P(yx) ou

bien si P(yr-1) = P(YSuce, (k))- Ainsi, il reste & examiner le cas ol le mouvement projectif

P = P,(k) (voir Définition 11.4) n’est pas trivial dans le sens ot PFred £ PpSuce,

Dans ce cas, on doit prouver que:
q1+q2—1 q1—1 g2—1

Z Wi er.co (K, 1) ZWM (k, i) +ZW”2 (ki)

e Si ¢ et ¢y sont tous les deux des chemlns fermés dont la projection est réduite a un
unique point, i.e. P(zy) = P(z;) pour tout i € [0,q1 — 1] et P(ty) = P(¢;) pour tout
i € ]0,q2 — 1] alors il est immédiat que Ly, = Ly, = Ly ey.ey = 0.

e Si le chemin ¢y a une projection réduite & un point (i.e. Succ.,(0) = 0 mais pas ¢; (i.e.
Sucee, (0) # 0). Alors, L., = 0 et on montre que L., = Lz ¢, c,-

En effet, dans ce cas

Succey .cq (0)—1 Predc.co( q+qe—1
LW,CLCQ = E , WW,CLCQ(I{%Z.) § , WTF7C1~C2(]€7@.) + E WTI',CLCQ(]{;’Z.)
i=Succe; .o (0) i=Predc; .c5(0)

Mais par déﬁmtlon de Succe, ,(0) et Pred., ., (0); et d’apres la définition de la contribu-

tion d’'un couple (k, i) dans le cas ou P(x;) = P(z;,_1) on obtient que:
q1+q2—1 Succey.cq(0)—1

Z Wi er.co (ks 1) + Z Wier.eo(ks 1) = L ey e, (k, Prede, ,(0) + 1)

i=Predc,.c5(0)
On remarque aussi que Pred,, .,(0) = Pred., (0) €]0, ¢ [ puisque P(z;) = P(x,,) pour

J=q,-...q1 + . Mais x; = z; pour tout j € [0, ¢;], donc:

~ T Pred,; .o, (0) = ZPrede, (0) €0 TPred,, o) (0)+1 = ZPred,, (0)+1-

D’autre part, Succe, ¢, (Prede, ,(0)+1) = Succe, ,(0) par définition de Succ et Pred. Mais
Succe, ¢,(0) €]0, ¢1| donc Succ,, ,(0) = Succ,, (0) = Succ,, (Pred., (0) + 1). Finalement,

= T Succey.cq(Predey .co (0)+1) = ZSucce, (Prede, (0)+1)-

D’apres la définition de la contribution au nombre d’entrelacement on obtient que

Ly cier(k, Prede, ¢,(0) + 1) = L, . (k, Pred.,(0) + 1). Et, par définition de Succ., (0) et
Pred., (0) et celle de la contribution d’un couple (k,7) dans le cas ou P(z;) = P(t;—1) on

a .
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q—1 Succey (0)—1

Lpg (b, Prede, (0) +1) = Y Weg(ki)+ > Weg (ki)
i=Predc, (0) =0
Predc; .c5(0)
Calculons la somme Z Wi ey .co (K, 7).
i=Succey .cq(0)

Pour i € [Succe, ., (0), Pred., ,(0)] = [Succe, (0), Sucee, (0)] CJ]0, 1| on a: z; = 2, 2,21 =
Zic1 et Succe, e, (1) < Prede, ¢,(0) +1 = Pred,,(0) +1 < ¢ de sorte que Tsuce,, ., (i) =
(

ZSucce, (i) Ceci entraine W .. 62 ki) =Wy (ki) et donc
Predcy .cq (0) P'redCl

Y Weere (ki) = Z Wer (k. 0).

i=8uccey .cq (0) i=Succe, (0)

On obtient :
q1—1 Succe, (0 Pred., (0)

Locicn= 3. Wae (ki) + Z Wﬂ,q<k,z’>+ Y Wealkyi) = Lag,.

i=Pred¢, (0) i=Succc, (0)
e Le cas ou Suce,, (0) = 0 et Suce,,(0 ) ;é 0 peut étre démontré de fagon similaire mais

avec des notations plus lourdes nécessaires pour mettre en relation les voxels identiques
de ¢y et cy.09.
e Reste a examiner le cas ot aucun des deux chemins ¢y et ¢y n’est de projection réduite

a un seul point (i.e. Succ., (0) # 0 et Succ.,(0) # 0).

Alors, en utilisant les mémes considérations que dans les cas précédents, on montre que:

P1"edcl 0)

Le, (k) = Ly (k, Pred.(0)+1) + Y Wae (ki)
i=Succe, (0)
Pred.c, (0)

L2, (k) = Lge,(k, Pred.,(0)+1) + Y Waeg(k,i)

i=Succe, (0)
Predey .co(q1)
Lfrlccfcz (k) = L7r,61.62(k7 Pred., ., (0) + 1) + Z qum(ka Z)
i=Succe; .o (0)
Predc; .c5(0)

+ LTr,CLCQ(k» Prede, .,(q1) +1) + Z WW,Cl.CQ(ka i)

i=Succe, .cy (q1)
Pour i € [Succ,,(0), Pred.,(0)] = [Succe,.c,(0), Prede, ¢, (q1)] Cl0,q1] on a z; = x4, 2,21 =

Ti1 €t ZSuce, (i) = TSucee, oy (i)s AONC Lix oy (K, 1) = Ly ¢; ¢, (K, 7). Alors,

Pred., (0) Predey.cq(q1)
Z W €1 (k 2) Z W €1 CQ(k Z)
i=Succe, (0) i=Succe; .o (0)

Pour i € [Succ,(0), Pred.,(0)] = [Succe, e, (q1) — q1, Prede, «,(0) — ¢1] CJ]0,q2[ on a t; =

Litqr s ti1 = Titq—1 et tSucccl (1) — xSucccl,CQ (3)+q1>» donc Lw,cg(ka l) = L7r,cl.02 (k, Z+q1) AIOI'S,
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Predc, (0) Predc; .c4(0)
Yo Weg(ki) = > Wae ok, i).
i=Succey (0) i=Succeq.co(q1)

D’autre part, L., (k, Pred.,(0) + 1) + L ., (k, Pred.,(0) + 1) = L (k, Pred., (0) + 1) +

T,c1
Ljrrq(k’, Pred. (0)+1)+ L k, Pred.,(0) + 1) + L;CQ(k’, Pred.,(0) + 1).

mes
Mais,

L. (k, Pred.,(0) +1) = L ., (k, Predc, c,(q1) + 1) puisque zpped. (0) = T Prede, o (q1)-
L}, (k, Pred.,(0)+1) = L} . ., (k, Pred.,..,(0)-+1) puisque ZSucee, (Prede, (0)+1) = ZSucce, (0) =
TSuccey.cy(0) = T Succey.cq(Prede, .co(0)+1)-

L k, Pred.,(0) +1) = L_. . (k, Pred., . (0) 4+ 1) puisque t Predey (0) = T Prede, o, (0)-

7T02( T,C1.C2

Lj{cz(k’, Pred.,(0)+1) = L;’q o, (k, Prede, ¢,(q1)+1) puisque t Sucey (Predey (0)+1) = LSucce, (0) =
USuccey ey (@1) = LSucce, .o (Prede; ey (q1)+1)-

Finalement, L, ., (k, Pred., (0)+1)+ Lx ¢, (k, Pred.,(0)4+1) = Ly ¢, ., (k, Pred., ,(0)+1)+
Ly ).y (ky Prede, o, (q1) + 1).

Alors,
L?cl(k’) + L?cQ (k) = Lacie(k, Prede, ey (0) + 1) + L ey e (Ky Prede, c,(q1) +1)
Prede, o, (q1) Prede, o (0)
+ D> Wi+ Y Wegel(kid)
i=Succe, ey (0) i=Succe; .o (q1)
= L2, (k)

11.5 Preuves des Théoremes principaux

11.5.1 Invariance par déformation du 6/(6+)—chemin

Dans cette section, nous donnons la preuve du Théoreme 14 dans le cas ou (n,7n) €
{(6+4,18),(6,26)}. L’idée principale de cette preuve est qu'une déformation homotopique
d’'un 6—chemin ou d’un (6+)—chemin peut étre opérée par une séquence d’insertions
et/ou de suppressions de chemins fermés simples inclus dans un cube ou un carré (tels
que ceux représentés dans la Figure 11.10). Alors, en montrant que de tels n—chemins
fermés de longueurs réduites ont un nombre d’entrelacement nul avec n’importe quel autre

n—chemin, on pourra démontrer le théoreme principal en utilisant la Proposition 11.2.

Définition 11.7 Soient 7 et ©’ deux n—chemins fermés (n € {6,64,18,26}) dans X C
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Z3. On dit que 7 et ' sont identiques a l'insertion/suppression d’une n—boucle simple
pres si m = my.(p).my ou p est un vozel, et ™ = m.y.my ou 7y est un n—chemin fermé
simple de p a p inclus dans un cube 2x2x2 (un carré 2x2 si (n,n) = (6,26)); ou bien si

T =m.7y.me et T = m1.(p). 2.

Proposition 11.4 Soient 7 et © deux n—chemins (n € {6,6+,18,26}) dans X C Z3.

Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ™ est n—homotope a .

ii) Il existe une séquence S = (n°,... @) telle que ™ = w, 7' = 7' et pour h =

h—1

1...1, les deux chemins w et ' sont identiques a l'insertion/suppression d’une

n—boucle simple preés.
Quand la Propriété ii) est satisfaite, on note m =g, 7'.

Preuve :

L’implication ii) = ) est immédiate d’apres les définitions puisque l'insertion ou la sup-
pression d’une n—boucle simple est une n—déformation élémentaire. Réciproquement, il
est suffisant de montrer i7) en supposant que 7 et 7’ sont identiques & une n—déformation
élémentaire pres. Aussi, supposons que m = 71.7y.mp et @ = m.9 . m. Ou y et 7/ ont les
mémes extrémités (disons p et ¢) et sont inclus dans un cube 2x2x2 C (un carré 2x2 si
(n,m) = (6,26)).

On donne la séquence S: Tout d’abord, en insérant ou supprimant des boucles simples
de la forme (z,y,z) dans 7 on obtient :

T = M.y =g Ty LA . me. Maintenant, considérons le chemin fermé 4.7/~ de p &
p. On peut supprimer de fagon séquentielle des sous-chemins de longueurs minimales du
chemin fermé v.4'~" qui sont des boucles simples, jusqu’a obtenir un chemin qui est lui

~ . . -1
méme une boucle simple. Finalement, © =g, my.7.y"" .7 .my =g, m1.7 .M = «'. O

Lemme 11.5 Soit m une 6—boucle simple dans un carré 2x2 et soit ¢ un 26— chemin

tel que H(m, c) soit vérifiée, alors L, . = 0.

Preuve : De la Figure 11.10(a) a la Figure 11.10(f), toutes les 6—boucles simples incluses

dans un carré 2x2 d’un point p a p sont représentées au choix d’une orientation pres.
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Fic. 11.10: Les 24 6—boucles simples possibles de p a Fiq. 11.11:  Comment obtenir

p dans un cube 2x2x2 . l'une des 6—boucles simples a

partir de boucles élémentaires.

Dans cette preuve, nous n’examinerons que les cas de boucles simples issues d'un point
p donné du carré 2x2 . En modifiant la paramétrisation de la boucle, il est clair que la
preuve est valable pour tout autre voxel p dans un carré 2x2 .

— Cas des Figures 11.10(a) et 11.10(b): Dans ce cas, 7 = (z,y,7) et Lr. = L .(0) +
L, .(1) = 0 par définition de la contribution au nombre d’entrelacement.

— Cas de la Figure 11.10(c): Dans ce cas, 7 = (z,y,z) et P(x) = P(y) de sorte que
L..=0.

— Cas des Figures 11.10(d) et 11.10(e):

Soit = (Yo, Y1, Y2, Y3, Ya = Yo). Dans les deux cas et pour n’importe quelle paramétrisation,
on vérifie aisément que L (k) = 0 pour k = 0,. .., 3 soit parce-que P(yx) = P(yr—1), soit
parce-que Py (k)P = P (k)Sue.

— Cas de la Figure 11.10(f):

On pose ¢ = (zi)i=0,.¢» T = (Y0, Y1, Y2, Y3, Y1 = %), £ = {P(v0), P(v1), P(y2), P(y3)} et
soit I = {[i1,1a]] P(xs—1) ¢ P, P(xiy41) ¢ P et P(x;) € P pour tout i € [iy,iz]}. Si
P(z;) € P pour tout i € [0, q] alors I = {[0,q — 1]}.
12
Alors, il est clair que L, . = Z Z L7 (7).
[i1,22]€] i=11
i

Il est suffisant de prouver que pour tout [iy, is] € I la somme Z LT (i) est nulle. On peut

=11
alors choisir une orientation pour le chemin 7, mais dans tous les cas on remarque que

pour tout i € [i, 4] il existe un seul indice k(i) € {0,1,2,3} tel que LT (i) = W (k(i), ).
Tout d’abord, pour un intervalle donné [iy, i5], soit 7 < yg(i) pour tout i € [iy, is] ou bien

x> y,‘z(i) pour tout i € [iy,4s]. Dans le premier cas, L7 (i) = 0 pour tout i € [i1,iy] et il
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n’y a plus rien a montrer. Dans le second cas, on peut considérer des entiers ay < a1 <
o< ap < agyq tels que iy, do] = [ag, a1[U[ar, as]U. .. U lay, a41], avec P(z,,) # P(za,_,)
pour tout ¢ € {1,...,1l}; et Vi € {0,...,1}, Vj € [a;,a;11] on a P(z;) = P(z,,). Alors,
pour tout i € {0,...,l —1}:

Z Ww,c(k(j)vj) = Wﬂ,c(k(ai)aai> et Z Ww,c(k(])a.]) = Ww,c(k(al)7al)'

Par construction des intervalles [a;, a;11[, on a:

> Waelk(i),i) = Y Waelk(ai), a).

i€lli1 2] i=1,...]

Maintenant, on prouve que pour i = 1,...,1, W (k(a;),a;) + W (k(ais1),aiy1) = 0.
En effet, soient 3; = P.(a;) et a; = Pr(k(a;)). Alors W (k(a;),a;) dépend de la position

Pred7 aSucc} alors

du point 374 par rapport au mouvement projectif ;. Si B¢ € {a
on a Wi (k(a;),a;) = 0 et W (k(ai1), ai+1) = 0 puisque Predc(aiy1) = a;. Si 57" ¢
{afred qSuecl alors 5 est un point qui est 8—adjacent mais pas 4—adjacent a (0,0).
Mais dans ce cas, et en fonction de l'orientation du chemin fermé 7, si 37U € Right (o)
alors 317 € Right(cy1) et si 7% € Left(y) alors L7 € Left(at).

On voit aussi que W (k(ag), ao) + W .(k(a;),a;) = 0. En effet, selon I'orientation de la
boucle réduite & un carré 2x2 , il est clair que les projections des voxels P.(ag)?™ et
P.(a;)%"“ appartiendront ou bien respectivement & Right(Py(k(ag))) et Right(Py(k(a;)))
ou bien & Left(P(k(ap))) et Left(Pr(k(a;))). Dans le cas on I = {[0,q — 1]} alors
Wi (k(ao), ap) + W (k(ar),a;) = 0 soit parce-que les deux termes sont nuls, soit pour la
méme raison que celle expliquée plus haut concernant les intervalles [a;, a;41] (contribu-

tions de signes opposés).

Finalement, pour tout intervalle [, 5] € I,

l

Lz () = > (Wiolk(ai), a:) + W, (k(ai), a))

1=1%1 i=1

= We(k(ar),a) + Wi (k(w), a) +
l

Z (We(k(a:), ai) W (k(aip1), aivr))

i=1

= 0

Lemme 11.6 Si 7 est une (64)—boucle simple incluse dans un cube 2x2x2 et ¢ est un

18—chemin fermé tel que I’hypothése H(m, c) est vérifiée, alors L. . = 0.
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Preuve : Dans la Figure 11.10 sont représentés, a une orientation pres et pour un point
p donné, toutes les 6—boucles simples possibles dans un cube 2x2x2 de p a p (la preuve

pour n’importe lequel des sept autres points p est similaire).

Dans cette preuve, il suffit de montrer que L, . = 0 quand 7 est l'une des boucles (a) . .. (i)
de la Figure 11.10. Alors, en utilisant la Proposition 11.2 et le fait que tout autre boucle de
la Figure 11.10 peut étre obtenue par une séquence d’insertions/suppressions de boucles
de types (a)...(i), on aura montré que L,. = 0 quand 7 est n’importe laquelle des

boucles de la Figure 11.10.

Dans la preuve du Lemme 11.5, nous avons déja montré que L. = 0 quand 7 est I'une
des boucles du type (a), (b), (c), (d), (e) ou (f) (en effet, ¢, en tant que 18—chemin, est
aussi un 26—chemin).

— Cas des Figures 11.10(g), (h) et (i):

La preuve dans ces cas est identique a celle du cas de la Figure 11.10(f) (voir la preuve
de la Proposition 11.5). Ainsi, on remarque la encore 'existence d'un entier k() tel que
L7 (i) = Wre(k(i),7). En effet, seulement un des deux voxels de m qui ont la méme
projection ne peut avoir une contribution non nulle. On utilise encore une fois le fait que
pour un intervalle [i1,is] € I donné (tel que défini dans le cas précédent), soit z3 < 3/1?;(1')
pour tout i € [iy, ], soit x5 > yg(i) pour tout i € [i,is]. En effet, ceci provient du fait
que les deux voxels du cube qui ne sont pas des voxels de 7 ne sont pas 18—adjacents,
de telle sorte que le chemin ¢ ne peut avoir d’intervalle d’intersection projective avec w
ayant des voxels de part et d’autre de 7 (au sens de la troisieme coordonnée). Le reste

de la preuve est identique.

— Autres cas: Maintenant, si 7 est une boucle simple dans C telle que L, . = 0 et 7’ est
une (6+)—boucle simple dans C obtenue par insertion d’une des boucles (a), ..., (i) dans
7, alors Ly, = L. = 0. En effet, si 7 = my.(x).m2 et 7 = m1.7.m5 ol v est une boucle
de z & x de I'une des formes (a),..., (i), alors Ly, yxc = Ly, x4, Puisque le nombre
d’entrelacement est invariant par changement de parametre préservant 1’orientation. De
plus, d’apres la Proposition 11.2 on a Lz, 7, ~v.c = Lryx,c + Ly .. Comme on a prouvé que
L,.=0ou v est de I'une des formes (a),..., (i) alors L, r, vc = Lz, €t o0 a encore
Lryrc= Ly ryc Finalement, L. = Ly ..

Maintenant, on laisse au lecteur le soin de vérifier que chacun des quinze autres types

de boucles simples de la Figure 11.10 peut étre obtenu par une séquence d’insertions ou



Chapitre 11. Le nombre d’entrelacement 195

suppressions de boucles de la forme (a),..., (i) a partir d'un chemin trivial. Alors, on

obtient que L. = 0 quand 7 est n’importe laquelle des boucles représentées dans la

Figure 11.10.

A titre d’exemple, on donne ici la séquence d’insertions/suppressions de boucles simples de
types (a) ... (i) qui permet d’obtenir le chemin représenté dans la Figure 11.11 (Page 192)

a partir d’'un chemin réduit au voxel a.

(a,d, c,b,a) peut étre obtenu a partir de (a) par insertion d’une boucle de la forme donnée
dans la Figure 11.10(f).

(a,d,h,g,c,d, c b, a) peut étre obtenu a partir (a,d, ¢, b, a) par insertion d’'une boucle de
la forme donnée dans la Figure 11.10(e).

(a,d,h,g,c, b, a) peut étre obtenu a partir de (a, d, h, g,c, d, c,b, a) par suppression d'une
boucle comme celle de la Figure 11.10(b).

(a,d,h,g,c,b, f e a,b,a) peut étre obtenu a partir de (a, d, h, g, ¢, b, a) par insertion d’une
boucle de la forme donnée par la Figure 11.10(e).

(a,d,h,g,c,b, f,e,a) peut étre obtenu a partir de (a,d, h,g,¢,b, f,e,a,b,a) par suppres-

sion d'une boucle comme celle de la Figure 11.10(b). O

Preuve du Théoreme 14 : D’apres la Proposition 11.4 il est suffisant de démontrer
le Théoreme 14 dans la cas ou 7 et @’ sont identiques & l'insertion/suppression d'une
n—boucle simple (n € {6,6+}). Dans ce cas, supposons que ™ = 7y.(z).7me et " = m1.7.72
ou 7 est une boucle simple de x a z incluse dans un cube 2x2x2 C (dans un carré 2x2
si (n,m) = (6,26)). Comme le nombre d’entrelacement est invariant par changement de
parametre préservant 'orientation, on a L. = Lz, yxyc = Ly mym c- D’apres la Proposi-
tion 11.2, Ly zy 5.0 = Lyc + Ly my e (2.7 est un n—chemin fermé de x & = de méme que
7). Maintenant, comme = est une boucle simple dans C et d’apres le Lemme 11.5 ou le

Lemme 11.6 on a L, . = 0. Finalement, Ly, z;.c = Lrymi.c = Lxyroe = L. O

11.5.2 Invariance par déformation du 26—chemin

Définition 11.8 Soient ¢ et ¢ deux 26— chemins dans X C Z>. On dit que c et ¢ sont
identiques a 'insertion d'un triangle ou d’un demi-tour pres si:

~ Soit ¢ = ¢1.(x).cy et ¢ = c1.(x,y,2,2).co 0oU les voxels x, y et z sont inclus dans un
cube 2x2x2 C,

— soit ¢ = ¢1.(x).co et d = c1.(x,y,x).Co.
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On dit que ¢ et ¢ sont identiques a l'insertion/suppression d’un triangle ou d’un demi-
tour prés si soit ¢ et ¢, soit ¢ et ¢ sont identiques a linsertion d’un triangle ou d’un

demi-tour pres.

Proposition 11.7 Soient ¢ et ¢ deur 26—chemins dans X C 7Z3. Alors les deux pro-

priétés sutvantes sont équivalentes :

i) ¢ est 26—homotope a ¢ dans X.

i) Il existe une séquence S = (° = c¢,...,c" = ) de chemins dans X tels que pour

1

tout i € [1,k[ les chemins ¢! et ¢ sont identiques a l'insertion/suppression d’un

triangle ou d’un demi-tour pres.
Si la Propriété ii) est satisfaite, on note ¢ =rpp .

Preuve : ii) = i) est immédiat car l'insertion d’'un demi-tour ou d’un triangle est un
cas particulier de 26—déformation élémentaire.

i') = 1) réciproquement, d’apres la Définition 2.11, il est suffisant de prouver i) si ¢ et
¢ sont identiques a une 26—déformation élémentaire pres. On suppose que ¢ = ¢1.7.¢ et
d = c1.7.co oty et 7/ ont les mémes extrémités et sont inclus dans un cube 2x2x2 C. Par
induction sur la longueur de v on montre qu’il existe un séquence d’insertions de triangles
ou de demi-tours qui permet de transformer v en un chemin réduit a ses extrémités.
Supposons que v = 7Y soit de longueur [ > 2. Alors on a ¥ = ~%.(x,v, 2).79. Main-
tenant, par insertion d’un demi-tour on peut obtenir le chemin ?.(z,y, 2).(2, z, 2).75 =
VW.(z,y,2,1,2).79; ensuite, par suppression d'un triangle, on obtient le chemin 7' =
YW.(z,2).79 qui est de longueur [ — 1 < [. Par induction, on peut obtenir un chemin
¥ = (p, q) de longueur 1 ol p et ¢ sont les extrémités communes a ~ et ~'.

De la méme fagon, on peut obtenir le chemin +" & partir du chemin (p,q) apres une
séquence d’insertions de triangles et de suppressions de demi-tours. Finalement, une
26—déformation élémentaire peut se ramener a une séquence d’insertions/suppressions

de triangles ou demi-tours. O

Lemme 11.8 Si ¢ est un 26—triangle, alors pour tout 6—chemin m tel que H(m,c) soit

vérifiée, on a L. = 0.
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Preuve : Soit ¢ un 26—triangle. On considere tout d’abord le cas ou exactement deux
voxels de ¢ ont la méme projection (les cas ou tous les voxels de ¢ ont la méme projection
entraine immédiatement que L, . = 0).

On suppose que deux voxels de ¢ = (xg, x1, T2, Tg), disons x; et x5 sans perte de généralité,
sont tels que P(x;) = P(x2). Maintenant, pour tout 6—chemin 7 on a L. = L7 (0) +
L7 (1) + L7 .(2). Mais d’apres la Définition 11.4, L7 (0) = 0 puisque Succ.(0) = 1 et
Pred.(0) = 2 et P(x1) = P(z3). On a aussi L] (1) = 0 puisque Succ.(1) = Pred.(1) = 0.
Finalement, L7 (2) = 0 car P(x;) = P(x3).

Maintenant, supposons que les trois voxels de ¢ ont des projections distinctes deux a

deux.

Soient ¢ = (g, x1, T2, T3 = o) €t ™ = (Yr)k—o,...p; €t soient P = {P(xg), P(z1), P(x2)} et

.....

K = {[k1,k2]| P(yr,-1) & P, P(yry+1) & P et P(y;) € P pour tout i € [ky, k2] }. Si P(yx) €
ko

P pour tout k € [0, p] alors K = {[0,p — 1]}. Il est clair que L, .= Z Z L, (k)
[k1,k:2}€K k=kq
Pour tout [ki,ks] € K et tout k € [k, ko] on note i(k) le seul indice d'un voxel de

c tel que P(xix)) = P(yr). Alors, pour un tel k, on a LZ (k) = Wr(k,i(k)). Donc,

S S Welkai(k)

[k1,k2]e K k=k1

Maintenant, par définition de la contribution au nombre d’entrelacement, il est clair que
Predr(k2)+1

2
pour tout [k, ko] € K= Y Weelki(k) = Y Waelk,i(k)).
k’=k1 k= kl
Mais pour k € [k; +1, Pred.(ks)|, la contribution W, .(k,i(k)) est égale a 0 soit parce-que

{Pr(R)Pred, Pr(k)eec} € {Pe(i(k)) ™, Pe(i(k)) ¥}, soit parce-que P(yx) = P(ye-1)-

De la méme fagon, on remarque que W (ki,i(k1)) = W (Pred, (k) + 1,i(Pred.(ka) +
1)) = 0. D’autre part, W (ky, i(k)) + W (Pred. (k) +1,i(Pred.(ky)+1)) = 0. En effet,
selon le choix d'une paramétrisation du triangle c, il est clair que les projections des voxels
Pr(ay) et P.(Pred, (ko) +1)% appartiendront soit respectivement & Right(P.(i(ay)))
et Right(P.(i(Pred,(ks) + 1))); soit a Left(P.(i(a1))) et Left(P.(i(Pred,(k2) + 1))). Si
K = {[0,p — 1]} alors W .(0,i(0)) = W} (Pred.(p) + 1,i(Pred.(p) + 1)) = 0 d’apres la
définition de W, .(k, ). Ainsi,

ko Predr(k2)
> Weelki(k) = Weelkri(k)+ > Weelk,ik))
k=k1 k=k1+1

+W o(Pred,(ke) + 1,i(Pred,(ks) + 1)) =0

et finalement L, .= 0. O
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Preuve du Théoréme 15 dans le cas (6,26) : La preuve est identique a celle du
Théoreme 14 en utilisant la Proposition 11.7 au lieu de la Proposition 11.4 et la Propo-
sition 11.3 au lieu de la Proposition 11.2. Le Lemme 11.8 montre que L, = 0 quand -y
est un 26—triangle. La cas ou v est un demi-tour est trivial et on a aussi L., = 0 dans

cas. O

11.5.3 Indépendance par déformation du 18—chemin

Définition 11.9 Soient ¢ et ¢ deuz 18— chemins fermés dans X C Z3. On dit que c et
¢ sont identiques a 'insertion d’un triangle, demi-tour ou carré pres respectivement si :
—c=q.(v).co et ¢ = c1.(x,y, z,x).co ou les vozels x, y et z sont inclus dans un cube
2x2x2 C,

—c=c1.(x).co et = c1.(x,y,T).Co,

— ¢ =c1.(x).c0 et = c1.7.c9 0u v est un des chemins fermés représentés dans la Fi-
gure 11.18 (au choix d’une paramétrisation pres).

On dit que c et ¢ sont identiques a l'insertion/suppression d’un triangle, demi-tour ou
carré pres si soit ¢ et ¢, soit ¢ et ¢ sont identiques a l'insertion d’un triangle, demi-tour

ou carré pres.

Proposition 11.9 Soient ¢ et ¢ deux 18—chemins fermés dans X C Z3. Alors les deux

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ¢ est 18—homotope a ¢ dans X.

0 /

i) 1l existe une séquence S = (°,...,c*) de chemins dans X avec &® = c et & = ¢,

1—1

telle que pour tout i € [1,k], les chemins ¢ et ¢' sont identiques & l'inser-

tion/suppression d’un triangle, demi-tour ou carré pres.
Si la Propriété ii) est satisfaite, on note ¢ =gpg .

Preuve : i) < ii) est évident car l'insertion/suppression d'un triangle, demi-tour ou
carré est un cas particulier de 18—déformation élémentaire.

i) = i) Réciproquement, d’apres la Proposition 11.4, si ¢’ et ¢ sont 18 —homotopes,
alors il existe une séquence d’insertions/suppressions de 18—boucles simples qui permet

d’obtenir ¢’ a partir de ¢. On montre que chaque insertion/suppression d'une 18—boucle
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simple peut se ramener a une séquence d’insertions/suppressions de triangles, demi-tours

ou carrés.

Soit v une 18—boucle simple dans un cube 2x2x2 . Par induction sur la longueur de
v, on montre que vy peut étre transformé en un chemin trivial par une séquence d’in-
sertion/suppression de triangles, demi-tours ou carrés. Ceci prouvera effectivement que
toute 18—boucle simple peut étre obtenue par une séquence d’insertions/suppressions de
triangles, demi-tours ou carrés a partir d'un chemin trivial. Notons que tous les chemins
de cette séquence ne contiennent que des voxels du chemin fermé v de sorte que ces

chemins sont tous bien des chemins dans X.

Soit v = % une 18—boucle simple, alors étant donné un chemin v* on doit distinguer

plusieurs cas:

e Si ¥ est trivial, il ne reste alors rien & prouver dans ce cas.

e Si 7* est de longueur 2, soit v¥ = (z,y,z), alors 4*™1 = (z) peut étre obtenu par
suppression d'un demi-tour.

e Si 4% est de longueur 3, soit v* = (x,v, 2, ), alors 4% = (z) peut étre obtenu par
suppression d’un triangle.

e Si «* est de longueur [ > 3, alors on distingue deux cas:

— il existe , y et z dans ¥ tels que v¥ = F.(z,1,2).75 ot z est 18—adjacent & 2.
Dans ce cas, le chemin F.(z,vy, 2).(z, 2, 2) Y5 = vF.(z,y, 2, x, 2).75 peut étre obtenu par
insertion d'un demi-tour et alors le chemin v*+1 = v¥ (2, 2).7% est obtenu par suppression

d’un triangle. Le chemin v**! est de longueur égale a [ — 1.

— S’il n'existe aucune sous-séquence (z,y, z) dans «* telle que x soit 18—adjacent & z.
Alors, dans ce cas on montre que 7y est un 18—carré (i.e. 'une des 18—boucles de la
Figure 11.13). En effet, nous avons représenté dans la Figure 11.12 un cube 2x2x2 .
Supposons que 7y soit de longueur [ > 3 et ne contienne pas de triangle. Considérons alors
deux voxels quelconques consécutifs de v ; a une rotation pres, ces deux voxels peuvent
avoir la configuration du couple (a,b) ou bien celle du couple (a,h) de la Figure 11.12.
Tout d’abord, supposons que ces deux voxels aient la méme configuration que les voxels
a et b de la Figure 11.12 et essayons d’étendre ce “morceau” d’une 18—boucle simple
en prenant soin de ne pas ajouter de voxel qui soit 18—adjacent au prédécesseur de son
prédécesseur. Alors, le seul type de boucle que 'on peut obtenir est celui représenté par

la Figure 11.13(b). De la méme fagon, en essayant d’étendre la séquence (a, h) en une
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18—boucle simple, nous obtenons aussi le chemin représenté dans la Figure 11.13(b).
Finalement, v* est un 18—carré qui peut étre supprimé (par suppression d’un 18—carré!)

pour obtenir un chemin trivial 4%+,

Dans tous les cas, on peut obtenir un chemin ~**! de longueur soit inférieure a [ soit
égale a 1 par insertion/suppression d’un triangle, demi-tour ou carré. Par induction,
il est clair qu’il doit exister un entier h tel que 7" est trivial. Alors, toute 18—boucle
simple peut étre insérée ou supprimée dans un 18—chemin fermé a ’aide d’une séquence
d’insertions/suppressions de triangles, demi-tours ou carrés. Ceci suffit & montrer que

i) = ii).

A ASH=ON

\ﬁ(,a) (b) (© (d) © ®

e | f :

ja}]
O

F1a. 11.13: Les 18—boucles simples dépourvues de tri-
Fi1c. 11.12: Un cube 2x2x2 . angles dans un cube IxIX2D .

Lemme 11.10 Sic est un 18—carré et w est un (64)—chemin fermé tel que [’hypothése

H(m,c) soit vérifiée, alors L, .= 0.

Preuve : Soit ¢ = (2, 21, T2, T3, Zg).

— Cas d’un carré parmi ceux représentés dans la Figure 11.13(a) et la Figure 11.13(b).
Dans ce cas, on a Ly, = L7 (0) + LT (1) + L7 (2) + LT .(3) mais pour i € {0,1,2,3}
L7 (i) = 0 soit parce-que P(x;) = P(x;_1), soit parce-que Py(i)"™ = P,(i)5.

— Cas d’un carré d’une des formes représentées dans les Figures 11.13(c), 11.13(d), 11.13(e)
et 11.13(f).

La preuve du lemme dans ce cas est identique au cas de la Figure 11.10(f) dans la preuve
du Lemme 11.5, tout en étant légerement plus simple puisque le cas ou deux voxels
consécutifs de m ont des projections 8—adjacentes qui ne sont pas 4—adjacentes ne peut
se produire puisque ¢ est un 6—chemin ou un (6+4)—chemin. Notons que, pour utiliser le
Lemme 11.5, on doit utiliser la contribution indirecte M, -, au lieu de W, . comme dans

le Lemme 11.5. O
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Preuve du Théoréme 15 dans le cas (6,18) : Un fois encore, la preuve est identique
a celle du Théoreme 14 en utilisant la Proposition 11.9 au lieu de la Proposition 11.4 et
la Proposition 11.3 au lieu de la Proposition 11.2. Le Lemme 11.8 montre que L, = 0
quand 7y est un 18—triangle (qui est aussi un 26—triangle). La cas ou 7 est un demi-tour
est trivial et on a aussi L., = 0 dans ce cas. Finalement, le Lemme 11.10 est utilisé pour

prouver que L., = 0 quand v est un carré. O






Chapitre 12

Une caractérisation concise de la

préservation de la topologie

Nous établissons dans ce chapitre le résultat principal de cette partie, a savoir le fait qu’'un
critere équivalent pour la préservation de la topologie est obtenu en utilisant les seules
Conditions i), i) et 4i7) de la Définition 10.5. En d’autres termes, nous prouvons dans ce
chapitre le théoreme suivant qui donne une définition des points simples équivalente a la

Définition 10.5. Dans ce chapitre, (n,7) € {(26,6), (6,26)}.

Théoréme 16 Soient X C Z3 et x € X. Le vozel x est n—simple pour n € {6,26} si:

i) X et X \ {x} ont le méme nombre de composantes n—connexes.
i) X et X U{z} ont le méme nombre de composantes T— connexes.

iii) Pour chaque voxel B de X \ {z}, le morphisme de groupes i, : I} (X \ {z}, B) —

117 (X, B) induit par Uapplication d’inclusion i : X\{x} — X est un isomorphisme.

Puisque les voxels qui satisfont a la Définition 10.5 vérifient évidemment les trois condi-
tions du Théoreme 16, nous n’avons qu’a démontrer que les voxels qui vérifient les condi-
tions @), i) et 4ii) du Théoreme 16 satisfont aussi a la Définition 10.5. Pour ce faire,
nous montrons tout d’abord que tout voxel vérifiant les trois conditions du Théoreme 16
vérifie aussi la caractérisation locale des voxels simples donnée par la Proposition 10.1
(Section 10.2) ; et nous montrerons ensuite que cette caractérisation locale est telle que

les voxels qui la vérifie satisfont aussi les quatre conditions de la Définition 10.5.
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Dans la suite de ce chapitre, x est un voxel de X qui est une partie de Z3 et (n,m) €

{(6,26), (26,6)}.

12.1 Caractérisation locale de la nouvelle définition

Le but de cette section est de prouver la proposition suivante qui établit le fait que les
Conditions 7), 1) et 7ii) du Théoreme 16 impliquent que le voxel x vérifie la caractérisation

locale des voxels simples utilisant les nombres topologiques (voir Section 10.2).

Proposition 12.1 Si x vérifie les conditions du Théoréme 16 alors T, (x, X) =1 et

Tﬁ(x,Y) =1.

Afin de prouver cette proposition, nous devons introduire plusieurs autres proposition et
lemmes. La preuve de la proposition suivante est adaptée de [BM94] pour le formalisme

employé ici qui utilise le groupe fondamental discret.

Proposition 12.2 Si T,,(z, X) > 2, alors soit une composante n—connexe de X est
créée par suppression de x, soit il existe un voxel B € X \ {z} tel que le morphisme
iw : MP(X \ {z}, B) — %X, B) induit par Uinclusion de X \ {x} dans X n’est pas

surjectif.

La preuve de la Proposition 12.2 utilisera le nombre suivant v (voir la Section 10.2 pour

la définition du voisinage géodésique G, (z, X)).

Définition 12.1 Soit C' une composante n—conneze de G, (x,X) et soit a = (e)i—o..1
un n—chemin fermé dans X. On dit que le n—chemin « passe de C' a x a ["indice i si
a; € C et a1 = x; et on dit que o passe de x a C a l'indice © st oy = x et ayyq € C.
Alors, on définit v,(z,a,C) comme le nombre de fois ot le chemin « passe de C' a x

moins le nombre de fois ou o passe de x a C.

Lemme 12.3 Soit C' une composante n—conneze de G,(x,X) et soient a et o deux
n—chemins fermés de B a B dans X ou B € X \ {z}. St a ~, o dans X alors
vn(z,a,C) = vy (z, o/, C).

Preuve du Lemme 12.3 : 1l est suffisant de prouver ce lemme quand « et o sont

identiques a une n—déformation élémentaire pres. Alors, on a o = m.y.m3 et & = m.7 .71
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ou 7 et 7' ont les mémes extrémités et sont tous les deux inclus dans un méme cube
2x2x2 Csi (n,m) = (26, 6), dans un méme carré 2x2 si (n,n) = (6,26). Il est évident que
vn(z,a,C) — vy (z, 0, C) = vy (2,7, C) — vp (2,7, C).

e Cas (6,26) : Dans ce cas, C est un carré 2x2 . Si x ¢ C alors il est clair que vg(z,7,C) =
ve(z,7,C)=0.SixeCet CNC =0 alors v5(z,7,C) = v5(x,7,C) = 0.

Maintenant, si x € € et €N C # () alors soient a et b les deux extrémités communes aux
chemins v et 7.

Si x n’a qu’un 6—voisin dans X N €, alors comme € N C # () on en déduit que ce voxel
appartient a C. Dans ce cas, v5(z,7,C) = vg(z,7,C) =0sia=b=x ou {a,b} C C;
v(z,v,C) = vg(x,',C) = +1sia € Cetb=uz;et(r,,C) =vs(z,7y,C) = —1si
a=xzetbeC.

Si x a deux 6—voisins dans X NC et ces deux voisins appartiennent a C' alors v4(z, vy, C) =
ve(z,7,C) = —1siae€Cetb=uz v5(x,7,C) = 15(z,7,C) =+1lsia=zetbeC,
ve(z,v,C) = vs(x,y,C)=0sia=b==xou {a,b} € C.

Si & a deux 6—voisins dans X N € et seulement un de ces voxels, disons d, appartient a
C, alors le voxel restant r de € qui est 18—adjacent mais pas 6—adjacent a x ne peut
appartenir & X et donc pas non plus a C. Il s’ensuit que v et o' sont tous les deux
inclus dans {z,d,r} et que vg(x,v,C) = vg(x,7,C). Finalement, dans tous les cas on a
ve(z,7,C) = vs(z,7,C) de sorte que vg(z, a, C) = vg(z, o', C).

e Cas (26,6): Si z ¢ C alors il est clair que vog(x,v,C) = vog(x,y,C) = 0. Si x € C et
CNC =0 alors vyg(x,y,C) = vag(x, v, C) = 0. Maintenant, si x € C et €N C # P alors
(CNX) C C de sorte que 7,7 sont inclus dans C'U{z}. Soient a et b les deux extrémités
communes aux chemins v et 7. Sia = b = x alors vyg(x, 7y, C) = vog(z,7,C) =0.Sia ==
et b € C alors vog(x,v,C) = vog(z,7,C) = —1. Sia € C et b = x alors vyg(x,v,C) =
vos(x,v',C) = +1. Si {a,b} C C alors veg(x,7y,C) = vo6(x, ', C) = 0. Finalement, dans

tous les cas on a vyg(z, 7y, C') = vog(x,v/, C) de sorte que vog(x, v, C) = vog(z, o/, C). O

Preuve de la Proposition 12.2 : Soient (' et Cs les deux composantes n—connexes de
Gp(z, X) qui sont n—adjacentes a z. Si C et Cy ne sont pas n—connectées dans X \ {z},
puisqu’elles sont n—connectées dans X, alors une nouvelle composante n—connexe est

créée par suppression de x.

Maintenant, supposons que C et Cy soient n—connectés dans X \ {z}. Soient a et b

deux voxels de X qui sont n—adjacents a x et tels que a € C; et b € (5. Alors, il
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existe un n—chemin 7 de a a b dans X \ {z}. Maintenant, soit 7’ le n—chemin fermé
(a).m.(b,x,a). Il est clair que v,(z,7',Cy) = +1 puisque = ¢ 7*. Supposons qu’il existe
dans A7 (X \{z}) un n—chemin fermé a tel que 7. ([o]mm (x\{2},0)) = [ (x,0) = [T 10 (x,0)-
Alors, « serait n—homotope & 7’ dans X, mais comme o € A%(X \ {z}) on en déduit
que v,(z,a,Cy) = 0 alors que v,(z,7’',C1) = +1 par construction du chemin 7. D’apres
le Lemme 12.3 on déduit que « ne peut pas étre n—homotope a 7/, aussi le morphisme
i o IP(X \ {z},a) — II}(X,a) induit pas l'inclusion de X \ {z} dans X n’est pas

surjectif. O

Proposition 12.4 Si Ty(x, X) = 0 alors X a une composante n—conneze de moins que

X U{z}.

Preuve : Si Tj(x, X) = 0, alors aucun voxel de X n’est m—adjacent & = de sorte que

{x} est & lui seul une composante n—connexe de X \ {zr} = X U {z}. O

Maintenant, en utilisant le nombre d’entrelacement défini au Chapitre 11 nous pouvons

montrer la proposition suivante.

Proposition 12.5 Si T, (z, X) =1 et Tiy(x, X) > 2 alors deuz composantes i—connexes
de X sont réunies par suppression de x ou bien il existe un vozel B € X \ {x} tel que le
morphisme i, : 1IN (X \ {z}, B) — II}(X, B) induit par Uinclusion de X \ {z} dans X

n’est pas injectif.

L’idée principale de cette partie est d’utiliser le nombre d’entrelacement pour prouver la
Proposition 12.5. En effet, avant ces travaux et 'utilisation possible du nombre d’entre-
lacement, on pouvait prouver assez facilement que lorsque T),(z, X) = 1 et Ty(z, X) > 2
et qu'aucune composante m—connexe de X n’est “supprimée” par effacement de z, alors
il existe un voxel V € X tel que le morphisme i,” : IIF(X, V) — II}(X U {z}, V) induit
par l'inclusion de X dans X U {z} n’est pas surjectif (le preuve de ceci est identique &
celle de la Proposition 12.2). En d’autres termes, “un tunnel est créé dans X U {z}” par
effacement du voxel x de X. Ici, nous montrons que dans ce cas “un tunnel est aussi créé
dans X \ {z}”. Plus précisément, on montre qu’il existe un voxel B € X \ {z} tel que le
morphisme i, : I (X \ {z}, B) — II}(X, B) induit par I'inclusion de X \ {z} dans X

n’est pas injectif.
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Avant de prouver la Proposition 12.5, nous devons établir plusieurs lemmes qui utilisent

les définitions suivantes.

Définition 12.2 (voxel 6—extrémité) Soit x un voxel de Z C 73, alors x est appelé

un voxel 6—extrémité de Z st x posséde exactement un 6—voisin dans Z.

Définition 12.3 (ensemble Kg(y, X, C)) Soit y un vozxel de X tel que Tg(y, X) =1 et
Tos(y, X) > 2. Soit A = Gs(y, X), qui est 6—conneze, et soit C l'une des composantes
26— conneves de Gag(y, X). Alors, KQ(y, X,C) est l’ensemble des vozels de A qui sont
26— adjacents a un vozel de C. On définit K¢(y, X, C') comme [’ensemble obtenu apres la

suppression récursive des vorels 6—extrémités dans K.

Définition 12.4 (voxel 26—gras) Soit y un vozel de X, alors y est un voxel 26—gras
dans X si tous les vozels de X qui sont 26—adjacents a y sont inclus dans un méme cube

Ix2x2 .

Définition 12.5 (ensemble Kys(y, X, C)) Soit y un vozel de X tel que To(y, X) =1
et Ts(y, X) > 2. Soit A = Gog(y, X), qui est 26—connezxe, et soit C une composante
6—conneze de Gg(y, X). Alors, K9(y, X,C) est 'ensemble des vozels de A qui sont
6—adjacents a un vozel de C. On définit Kos(y, X,C) comme l'ensemble obtenu aprés

la suppression récursive des vozels 26— gras dans K.

Lemme 12.6 SiT,(z,X) =1 et Ty(z, X) > 2, alors il existe une composante i— connexe

C de Gr(x, X) telle que K, (x, X,C) est une n—courbe fermée simple.

Preuve : Afin de démontrer ce lemme, nous avons examiné a ’aide d’un programme in-
formatique toutes les 226 configurations possibles de points dans Nyg(z). Pour chacune de
ces configurations telles que T, (z, X) = 1 et Ti(z, X) > 2 (il y a 34653 792 configurations
ayant cette propriété si (n,m) = (26,6) et 4398983 dans le cas (n,m) = (6,26)), nous
avons déterminé les différentes composantes 7—connexes C; de Gy(z, X) et vérifié que
pour au moins une d’entre elles, ’ensemble K, (x, X, C;), calculé d’apres la Définition 12.3
ou la Définition 12.5, est une n—courbe fermée simple. Le code source en langage C de

ce programme est disponible dans I’Annexe A. O
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Lemme 12.7 Soit x € X tel que T,,(z,X) = 1 et Tp(x, X) > 2 et soit A = G,(z,X).
Alors il existe une n—courbe fermée simple paramétrée ¢ dans A et un n—chemin fermé

B = (a).f'.(b,x,a) tels que:
- 87 C Nos(2) N X,
— a et b sont les deux seuls vozels de (3 dans Nag(x),
- Si (n,m) = (6,26) alors L.g = *1 et si (n,7) = (26,6) alors Lg. = *1.

Voir la Définition 11.5 pour la définition du nombre d’entrelacement Lg. ou L g.

Preuve du Lemme 12.7 dans le cas (n,7) = (6,26) :

D’aprés le Lemme 12.6, si T),(z, X) = 1 et Ty(z, X) > 2 alors on peut trouver une
6—courbe fermé simple ¢ = Kg(z, X, C) dans Gg(z, X) pour une certaine composante
C'. De plus, par définition de I'ensemble Kg(x, X, C'), chaque voxel de cette courbe est
26—adjacent & la composante 26—connexe C' de Gag(x, X). Dans la Figure 12.1, nous
avons représenté a rotations et symétries pres toutes les 6—courbes fermées simples pos-
sibles dans le 26—voisinage d’un voxel x. Nous devons examiner chacune de ces courbes et
montrer qu’on peut trouver dans chaque cas une 6—courbe fermée simple dans Gg(z, X)
ainsi qu'un 26—chemin fermé 3 dans X U {z} qui vérifient les propriétés énoncées dans

le Lemme 12.7. O

Cas de la Figure 12.1(a)

D’apres la définition de Kg(z, X, C'), chaque voxel de ¢ doit étre 26—adjacent a C'. Alors,
deux cas peuvent se produire : soit C' est composé du seul voxel z ou bien C' ne contient
pas z . Si C' = {z}, alors comme Ty(x, X) > 2, au moins un des voxels restants qui ne sont
pas noirs doit appartenir & une composante connexe de Gog(z, X) = Nog(z)N X différente
de C' = {z}. Soit u un tel voxel, alors il est clair que u et z peuvent étre connectés par
un 26—chemin (' dans W tel que L (4).8.(z,2,u) = =1 comme représenté dans la
Figure 12.2 ou ¢ est une paramétrisation de ’ensemble des voxels de la Figure 12.1(a).
Dans cette figure, il est clair que le seul couple d’indices de c et § = (u).5.(z,x,u) qui
ait une contribution (voir Définition 11.4) non nulle est le couple correspondant au voxel

x de 3 et a de c. Maintenant, d’apres la définition de cette contribution, on a L.3 = £1.

Siz¢ Cetz¢ X alors z constitue une composante 26—connexe de Gag(x, X) et dans

ce cas z peut étre relié a un voxel quelconque de C' par un chemin 3’ tel que le chemin
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F1G. 12.1: Les 6—courbes fermées simples possibles (en points

noirs) dans Nig(x) a rotations et symétries pres.

B = (u).0.(z,x,u) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la 6—courbe fermée simple
¢ constituée par les voxels noirs de la Figure 12.1(a).

Finalement, il reste le cas ou z ¢ C et z € X. Dans ce cas, puisque tous les points
de Kg(z, X,C) sont 26—adjacents & C, et du fait que Gog(x, X) doit avoir deux com-
posantes connexes, I'une de ces composantes connexes doit éetre réduite au voxel ¢ de
la Figure 12.1(a). Maintenant, il s’ensuit que tous les points de Nog(x) N Nig(t) doivent
appartenir a X. Sinon, il est clair que t serait 26—adjacent a C'; en effet, pour tout voxel
v de Nog(x) N Nig(t) il est possible de trouver un voxel ¢! du 6—chemin ¢ tel que tout
voxel de Nog()\ (¢*U{z}) qui est 26—adjacent a ¢’ est aussi 26—adjacent & v. On obtient
la configuration représentée dans la Figure 12.3. Alors, soit ¢’ la 6—courbe fermée simple
constituée des 18—voisins de ¢, cette courbe est incluse dans C' puisque C' est connexe et
que tous ses voxels sont dans Gg(x, X). De plus, certains points représentés en pointillés
dans la Figure 12.3 doivent ne pas appartenir a X (sinon, Tys(x, X) serait égal a 1). Soit u
I'un de ces voxels ; de fagon similaire au cas précédent, on peut construire un 26—chemin
[ entre t et u tel que le chemin 8 = (¢).8".(u, z,t) vérifie les propriétés du Lemme 12.7
avec (.

Cas de la Figure 12.1(b)

Soit ¢; la 6—courbe fermée simple constituée par les points noirs de la Figure 12.1(b).

Si la composante C' est une partie de ’ensemble de voxels {r,s,t} alors le voxel s doit
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appartenir a C car C' est 26—connexe et chacun des points de ¢; est 26—adjacent a C.
Maintenant, il doit exister au moins une autre composante 26—connexe de voxels blancs
(de X) dans Nog(z) \ ({r,s,t} Uct). Soit u un voxel de cette composante, alors il existe
un n—chemin " entre s et u tel que le chemin § = (u).3'.(s, z, u) vérifie les propriétés
du Lemme 12.7 avec la 6—courbe fermée simple ¢ .

Maintenant, supposons que C' N {r,s,t} = (. Les mémes considérations nous permettent
de trouver les chemins 3 et ¢ qui conviennent aussi dans le cas ou le voxel s appartient a

X, ou bien quand s € X mais qu'un seul des voxels 7 et ¢ est dans X.

Dans le cas oit s € X et {r,t} C X (voir Figure 12.4) on peut trouver un chemin 3’
reliant les deux voxels r et ¢, tel que le chemin 3 = (r).5".(t, z, r) vérifie les propriétés du
Lemme 12.7 avec une 6-courbe fermée simple ¢y constituée par les voxels de Nog(x) N X
qui sont 18—adjacents a r.

Reste a examiner le cas ou {r, s,t} C X. Dans ce cas, la méme argument que celui utilisé
dans le cas de la Figure 12.1(a) pour le voxel ¢ implique que la composante 26—connexe
de Ga(r, X) différente de O est réduite soit & p soit a ¢, disons ¢ comme dans la Fi-
gure 12.1(b). Il s’ensuit que les voxels de Nag(x) N Nig(q) doivent appartenir & X. En
particulier ces voxels constituent une 6—courbe fermée simple c3. Maintenant, soit v un
voxel quelconque de la composante C, les voxels u et ¢ peuvent étre reliés par un che-
min ' tel que le chemin 8 = (q).0'.(u,,q) et la courbe fermée simple c3 vérifient les
propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.1(c)

Soit ¢ I’ensemble des points noirs de la Figure 12.1(c).

Tout d’abord, on prouve que {p,q,r,s,t}NX # ). En effet, supposons que {p, ¢, 7, s,t} C
X. Alors, comme Thg(z, X) > 2, il doit exister au moins deux composantes 26—connexes
dans B = (¢* N Nog(x)) \ {p, q, 7, s,t}. Puisque le voxel g doit étre 26—adjacent a C, soit
le voxel u soit le voxel v appartient a C. Si v’ € C et u ¢ C, alors le voxel y (entre autre)
ne pourrait étre 26—adjacent a C' puisque C' = {u'} dans ce cas. Il s’ensuit que u doit
appartenir a C'. Maintenant, les autres composantes 26—connexes de Gz@(ZB,Y) doivent
étre réduites au voxel v (pour tout voxel restant v' € B différent de v, il est possible de
trouver un voxel w de ¢ tel que tout voxel B qui est 26—adjacent a w est soit égal, soit
26—adjacent & v’ de sorte que ce voxel v/ appartiendrait automatiquement a C' s’il est

dans X). De plus, les voxels de Nyg(x) N Nyg(v) doivent appartenir & X comme décrit
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dans la Figure 12.5 de sorte que le voxel y de la Figure 12.5 qui appartient a ¢ n’est pas
26—adjacent & C. Alors, {p,q,r,5,t} N X # 0.

Sis € X etr € X alors C ne peut pas étre réduit au voxel r ni inclus dans {¢, p, ¢} puisque
tout les voxels noirs doivent étre 26—adjacents a C'. 1l s’ensuit que {u,u'} N C # 0 (g
doit étre 26—adjacent a C'). On peut alors trouver un chemin ' reliant 7 & u ou bien a
u’ tel que le chemin 8 = (r).0'.(u,z,7) ou bien 8 = (r).0'.(v, z,r) vérifie les propriétés
du Lemme 12.7 avec la courbe fermée simple c.

Sise X etre X, alors soit u soit «' appartient & C' et on peut trouver un chemin [
reliant u ou u’ & un voxel de {¢,p, ¢} (qui doit étre dans X) tel qu'on puisse aisément
construire un chemin ( qui vérifie avec c¢ les propriétés du Lemme 12.7.

Sis € X et pe X, alors C ne peut contenir le voxel s car y doit étre 26—adjacent & C.
Il s’ensuit que C' ne peut contenir un des voxels de I'ensemble {r, s, t,p,q} de sorte que
soit u soit v’ doit appartenir a C'. Finalement, on peut trouver un chemin 4’ reliant s a u
ou a u’ tel que le chemin = (s).0'.(u, z, s) ou bien le chemin g = (s).8".(v/, x, s) vérifie
avec ¢ les propriétés du Lemme 12.7.

Sis e X etpe X, comme Thg(z,X) > 2, il doit exister un voxel w de X dans (c* N
Nog(z)) \ {p,q,r,s,t}. Alors, un 26—chemin convenable 3’ reliant s & w peut étre trouvé
de sorte que le chemin 3 = (s).4".(w, z, s) vérifie avec ¢ les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.1(d)

Soit ¢ la courbe fermée simple constituée par l’ensemble des points noirs de la Fi-

gure 12.1(d).

On montre qu'un des voxels de {p,q,7,s,t,y, 2} doit appartenir & X. Sinon, 'existence

d’une composante connexe de Gag(z, X) différente de C' dans c¢* U {p,q,r,s,t,y,2} N
Nog(z) serait en contradiction avec le fait que tous les voxels de ¢ sont 26—adjacents
a C.

Maintenant, soit u un voxel de {p,q,7,s,t,5,2} N X. Si u € C alors on peut vérifier

aisément que n’'importe quel voxel dans {p,q,r,s,t,y,z} appartient soit a X soit a C.

Alors, comme Thg(z, X) > 2, il doit exister un voxel v de X dans ¢ U {p, q,,s,t,y, 2} N
Nog(x). Maintenant, on peut trouver un 26—chemin (' reliant u a v et tel que le chemin
B = (u).0'.(v,z,u) vérifie avec ¢ les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.1(e)
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Dans ce cas, I'un des voxels g ou ¢ doit appartenir & X. En effet, dans le cas contraire il
ne pourrait exister de composante 26—connexe C' dans Gag(x, X) telle que tout voxel de
la courbe ¢ soit adjacent a C'. On peut supposer sans perte de généralité que ¢ appartient
a X (le cas o1 ¢ € X est symétrique).

Si ¢ n’est pas dans C alors C' ne peut contenir un des voxels de {r, s, t,q,p,y, 2z} (parce-

que tous les voxels de ¢ sont 26—adjacent a C'). Dongc, il doit exister un voxel u de C

dans ¢* U {r,s,t,p,q,y, 2} N Nog(z). Alors, on peut trouver un chemin 3’ entre u et ¢ tel
que le chemin 8 = (u).0".(q, z,u) vérifie les propriétés du Lemme 12.7. Si ¢ appartient a
C, alors un voxel quelconque de {r, s, t,p,y, 2z} doit étre soit dans X soit dans C' (du fait

que tout point noir doit étre 26—adjacent a C'). Comme Thg(z, X) > 2, il doit exister au

moins un voxel de X dans c¢* U {r,s,t,p,y, 2z} N Nog(z). Soit u un de ces voxels, alors un
chemin ' reliant ¢ & u peut étre trouvé de sorte que le chemin 8 = (q).3".(u, x, q) vérifie
avec c¢ les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.1(f)

Soit ¢ I'ensemble des points noirs de cette figure. Si on suppose qu'un des “cotés” de ¢
dans Nyg(z) ne contient pas de voxel de X, alors Nyg(z) N X contient au moins les points
noirs représentés dans la Figure 12.6. De plus, chaque voxel de ¢ doit étre 26—adjacent
4 une composante C' de Gog(z, X), alors tous les voxels représentés en pointillés qui
appartiendraient & X seraient aussi adjacents & C. Ceci contredit le fait que Thg(z, X) > 2.
Il s’ensuit que chacun des deux “cotés” de ¢ dans la Figure 12.1(f) doit contenir un voxel
de X ; on peut alors trouver deux voxels u et v de X qui peuvent étre reliés par un chemin
B tel que B = (u).f".(v,z,u) et la courbe ¢ vérifient les propriétés du Lemme 12.7.

Preuve du Lemme 12.7 dans le cas (26,6) :

D’apres le Lemme 12.6, si Tyg(z, X) = 1 et Tg(z, X) > 2 on peut trouver une 26—courbe
fermée simple ¢ = Kyg(x, X,C) dans Gag(z, X) pour une certaine composante C. En
fait, par définition de l’ensemble Kog(z, X, (), il est clair que la courbe fermée simple
Kog(x, X, C) est incluse dans Nig(z). En effet, ¢ ne peut pas contenir de voxel de Nag(x) \
Nig(z) puisqu’un tel voxel serait un voxel 26—gras qui ne peut appartenir a Kog(x, X, C).
De plus, par définition de I'ensemble Kys(z, X, C), chaque voxel de cette courbe est
6—adjacent & une composante 6—connexe de Gg(x, X). Dans la Figure 12.9, nous avons
représenté a rotations et symétries pres toutes les 26—courbes fermées simples ¢ dans le

18—voisinage d’un point z. Nous devons alors examiner chaque type de courbe et montrer
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que pour chacune d’entre elles une 26—courbe fermée simple peut étre trouvée ainsi qu’'un

6—chemin fermé 3 dans X U {z} qui vérifient les propriétés du Lemme 12.7.
Cas de la Figure 12.9(a)

Soit ¢ la 26—courbe fermée simple constituée des points noirs de la Figure 12.9(a), alors
les voxels u et v doivent étre tous les deux dans X. En effet, il doit exister au moins deux
composantes 6—connexes dans Gg(x, X) et donc au moins deux voxels de X doivent
etre 6—adjacents a x. Maintenant, les deux voxels u et v peuvent étre connectés par un
6—chemin (' tel que c et § = (u).[.(v, z,u) vérifient les propriétés du Lemme 12.7.
Cas de la Figure 12.9(b)

Si u appartient & X, alors comme Tg(z, X) > 2, au moins un voxel w de {p, ¢, 7, s,t} doit
appartenir & X. Un chemin # de ce voxel w au voxel u peut alors étre trouvé de sorte
que le chemin # = (w).f'.(u, z,w) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec une courbe
fermé simple ¢ constituée des points noirs de la Figure 12.9(b).

Siu € X, alors puisque chaque voxel de la courbe doit étre 6—adjacent a C', la composante
C contient les voxels p, ¢, 7 et s; et comme Ty(x, X) > 2 le voxel ¢ doit appartenir a X et
ne doit pas étre connecté dans Gg(z, X) & 'ensemble {p, ¢, r, s}. Il s’ensuit que les voxels
de Nyg(x) qui sont 6—adjacents au point ¢ doivent étre dans X, de plus ils constituent
une 26—courbe fermée simple ¢ telle que ¢ et un chemin 8 = (¢).8".(t, x,q) (ou G’ est un

chemin reliant ¢ et t) vérifie les propriétés du Lemme 12.7.
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Cas de la Figure 12.9(c)

Puisque le voxel y doit étre 6—adjacent a C, on en déduit que soit u € C soit s € C. Si
u € C, alors au moins un voxel dans {p,q,r,s,t}, disons p, doit appartenir a une autre
composante 6—connexe de Gg(z, X). On peut donc la encore trouver un 6—chemin 3’
reliant p a u tel que le chemin § = (p).3".(u, x, p) et la courbe ¢ formée des points noirs

de la Figure 12.9(c) vérifient les propriétés du Lemme 12.7.

Maintenant, si s € C' et u € X alors un chemin 3 = (s).4.(u,z,s) ot 3 est un chemin
de s a u convient, toujours avec la 26—courbe fermée simple ¢ constituée par les voxels

noirs de la Figure 12.9(c).

Finalement, si s € C' et u € X et du fait que tous les points noirs de la 26—courbe fermée
simple de la Figure 12.9(c) sont 6—adjacents a C, on en déduit que C' contient les voxels
p, s et r. En raison de I'existence d’une autre composante 6—connexe différente de C' dans
Gs(z,X), le voxel ¢ doit appartenir & une telle composante. Comme ¢ doit étre connecté
aux voxels s, r et p dans Gg(r, X ), les voxels b, ¢ et d de la Figure 12.7 doivent appartenir
a X. Dans ce cas, la 26—courbe fermée simple ¢ constituée par les voxels a, b, c et d de la
Figure 12.7, avec le 6—chemin 3 = (s).4".(t, x, s) ou [ relie s a t, vérifient les propriétés
du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.9(d)

Comme y est 6—adjacent a C, soit u € C' ou bien g € C. Si u € C alors s doit lui aussi
appartenir a C' puisque C est 6—connexe et que tout voxel noir de la courbe doit étre
6—adjacent & C'; de plus, au moins un voxel w dans {p,q,r,t} doit appartenir & X car
Te(z, X) > 2. On peut alors trouver un chemin 3’ de ce voxel w au voxel u de sorte que
le chemin § = (w).f'.(u,z,w) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la 26—courbe

fermée simple ¢ constituée des points noirs de la Figure 12.9(d).

Le cas ot u ¢ C mais u € X est similaire puisque ¢ doit appartenir & C' dans ce cas. Le
chemin (’ & considérer alors relie u et g.

Maintenant, si u € X et donc g € C, il est clair que r et p doivent appartenir a C'. On
montre aussi que dans ce cas le voxel s doit appartenir & X. En effet, supposons que s € X,
alors le voxel ¢ doit appartenir & une composante 6—connexe de Gg(z, X) différente de
C'. 1l s’ensuit que les voxels de Ng(t) N Nog() doivent étre dans X et Nog(z) N X contient
au moins les points noirs de la Figure 12.8. Mais dans ce cas, il est clair que le voxel a de

la Figure 12.8 qui appartient a la courbe fermée simple de la Figure 12.9(d) ne peut pas
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étre 6—adjacent a la composante connexe C. Alors, s € X. Maintenant, si s € X, on peut
trouver un chemin 5 = (r).f".(s,z,r) ou [ relie r a s, qui, avec le courbe ¢ constituée

des points noirs de la Figure 12.9(d), vérifie les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.9(e)

Dans ce cas, soit ¢ la 26—courbe fermée simple constituée par les points noirs de la
Figure 12.9(e).

Comme y est 6—adjacent a C' alors soit u € C soit v € C. Si u € C alors ¢ doit
appartenir & C lui aussi et un voxel de {v,p,7}, disons v, doit appartenir & X puisque
Te(z, X) > 2. Un 6—chemin  reliant v & u peut étre trouvé de telle sorte que le chemin
B = (v).0'.(u,x,v) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la courbe c¢. Si v € C alors
r et p doivent appartenir a C' et soit u soit ¢, disons ¢, doit appartenir a une autre
composante 6—connexe de Gg(x, X) et donc & X. Alors, on peut toujours trouver un
chemin g = (v).['.(q,z,v) v, ou [’ relie v a g, qui vérifie les propriétés du Lemme 12.7.
Cas de la Figure 12.9(f)

Dans ce cas, soit ¢ la 26—courbe fermée simple constituée par les points noirs de la
Figure 12.9(f).

Comme y est 6—adjacent a C' alors soit v € C' soit v € C.

Siu € C alors g et t doivent aussi appartenir a C' puisque chaque point de ¢ est 6—adjacent
a un point de C' qui est d’autre part 6—connexe. Il s’ensuit qu’au moins un voxel de
{r,v,p} doit appartenir & une autre composante 6—connexe de Gg(z, X) différente de C
et donc appartenir & X. Finalement, on peut trouver un 6—chemin 3’ reliant un point de
{r,v,p} & u et donc un chemin 3 qui vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la courbe

fermée simple c. Le cas ou v € C' est similaire.
Cas de la Figure 12.9(g)

Soit ¢ la 26—courbe fermée simple constituée par les points noirs de la Figure 12.9(g). Si
u € C alors ¢ doit appartenir a C' et alors soit v soit r (peut étre les deux) appartient
A une composante 6—connexe de Gg(z, X) différente de C, et donc & X. Alors, on peut
trouver un chemin (' reliant v ou r a u de sorte que le chemin g = (v).0'.(u,z,v) ou
B = (r).0 .(u, x,r) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la courbe c. Le cas ou v € C

est similaire.
Cas des Figures 12.9(h), 12.9(i), 12.9(j) et 12.9(h)

Ces cas sont similaires aux cas précédents.
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Cas de la Figure 12.9(1)

Le voxel y doit étre 6—adjacent a C' de sorte que soit u € C soit v € C'. Maintenant, on
prouve que u ne peut étre dans X. En effet, si v € C' et u € X, alors le point r doit aussi
appartenir a C puisque 3 doit étre 6—adjacent a C. Comme C' est 6—connexe, il doit
exister un 6—chemin de 7 & v dans Gg(z, X) C Nig(z). Il est clair qu'un tel chemin doit

contenir le voxel ¢ et ceci contredit le fait que Ty(x, X) > 2. Finalement, u € X.

Si u € C alors un voxel de {v,q,r} doit appartenir & une composante 6—connexe de
Ges(z, X) différente de C et on peut trouver un 6—chemin 3 dun de ces voxels, disons
v, a u tel que le chemin 8 = (v).5'.(u, z,v) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la
courbe ¢ constituée des points noirs de la Figure 12.9(1).

La casouv € C et u € X est similaire.

Cas de la Figure 12.9(m) et de la Figure 12.9(n)

Ces cas sont identiques au cas précédent et utilisent les mémes arguments.

Fic. 12.7: Fic. 12.8:

Lemme 12.8 Soit x un vozel de X tel que T,,(x, X) = 1. Alors, tout n—chemin fermé c

dans Gp(z, X) est n—réductible dans X .

Preuve : Soit ¢ = (co,...,c,) avec ¢y = ¢,. Si (n,7) = (26,6), alors soit ¢’ le chemin
fermé obtenu par insertion du voxel x dans c entre toutes les paires de voxels consécutifs
de c. Il est clair que ¢ ~96 ¢ dans X puisque pour toute paire de voxels consécutifs de
¢, le voxel x appartient a un cube 2x2x2 qui contient ces deux voxels. Maintenant, ¢’
est de la forme ¢ = (¢cg,z,¢1,2,...,2,¢,). Dans ¢, chaque séquence de la forme (z, ¢;, )

peut étre réduite a (x) par une 26—déformation élémentaire. Il s’ensuit que ¢ ~og ¢’ g

<007 z, Cn) 926 (007 Cn)-
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F1G. 12.9: Les 26— courbes fermées simples possibles de longueurs supérieures a trois dans

Nog(z) a rotations et symétries prés.

Si (n,m) = (6,26), on remarque tout d’abord que tout 6—chemin fermé dans Nyg(x) peut
étre déformé dans X en un chemin qui ne contient que des occurrences multiples du voxel
x et des 6—voisins de = dans X. En effet, tout voxel z de ¢ qui appartient a Nyg\ NVg(z) se
trouve dans une sous-séquence (u, z,v) (notons que ¢ peut aussi étre composé d’un unique
voxel de Nig(z)NX). Alors, u et v sont 6—voisins de z et les voxels u, z, v et z sont inclus
dans un carré 2x2 . Ainsi, la séquence (u, z,v) peut étre remplacée par (u,z,v) dans ¢
par une 6—déformation élémentaire. En répétant ce type de déformation pour tout voxel
z de ce type dans ¢, on obtient un chemin ¢’ tel que ¢* C (Ng(z) N X)U{z} et il est alors

immédiat que ¢’ ~ (co, ¢,) dans X. O

Preuve de la Proposition 12.5 : Soit « un voxel de X tel que T,(z,X) = 1 et
Tiw(z,X) > 2. Soient ¢, 3 et 3 les chemins du Lemme 12.7 et soient a et b les voxels
extrémités de 3" qui sont les deux seuls voxels de ' dans Nog(x), de plus m—adjacents a
x. Si a et b ne sont pas T—connectés dans X alors il est clair qu’ils sont 7—connectés dans
XU {z} de sorte que deux composantes n—connexes de X sont réunies par suppression

du voxel x de X.
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Si a et b sont connectés par un m—chemin o dans X. Alors, il est clair que les deux

n—chemins " et a sont m—homotopes a extrémités fixées dans (Nog(x) N X) U {x}. I
s’ensuit que 3 est T—homotope au chemin o/ = (a).a.(b, z, a) dans (Nyg(x) N X). Puisque
(Nag(z) N X)) C ¢ et d’apres le Théoreme 15 on a alors Lo g = Leo = +1.

D’apres le Théoreme 14, on en déduit que le chemin ¢ n’est pas n—réductible dans o/*
et comme o’ C X U {z} alors X \ {z} C o/* de sorte que a fortiori o/ ne peut étre
n—homotope a un chemin trivial dans X \ {z}. Formellement, si B est le voxel de X \ {z}
tel que c soit un n—chemin fermé de B & B, on a [c]un(x\(z},8) 7 [(B, B)]m (x\{«},B)-
Maintenant, d’apres le Lemme 12.8, ¢ ~,, (B, B) dans X de sorte que 4. ([c|urx\(2},B)) =

[C]H?(X,B) = [(B, B)]H’f(X,B) = Z*([(B, B)]H?(X\{x},B)) donc ’L* n’est pas aneCtlf |

Preuve de la Proposition 12.1 : Supposons que les propriétés i), ii) et iii) de la
Définition 10.5 soient vérifiées.

D’apres la Proposition 12.2 on en déduit que si i, est surjectif pour chaque voxel B de
X \ {z}, et qu'aucune composante n—connexe de X n’est créée par suppression du voxel
x alors T, (z, X)) < 2. De plus, si aucune composante connexe de X n’est supprimée alors
T (z,X) # 0 (en effet, T,,(x, X) = 0 signifie que {z} est une composante n—connexe de
X puisqu’aucun autre voxel de X n’est n—adjacent a x). Finalement, T,,(z, X) = 1.
D’apres la Proposition 12.5, on déduit que si i, est injectif pour tout voxel B € X \ {z},
et que des composantes m—connexes de X ne sont pas réunies par ajout du voxel z dans
X, alors Ty(x, X) < 2. De plus, si aucune composante n—connexe de X n’est créée alors
Trw(w, X) # 0 (en effet, Ty(z, X) = 0 signifie qu’aucun voxel de X n’est m—adjacent & x
de sorte que {x} est une composante n—connexe de X U {z}). Finalement, T(z, X) = 1.

O

12.2 La caractérisation locale est bien celle de la
définition précédente
Dans cette section, on démontre la proposition suivante :

Proposition 12.9 Si T),(z, X) = 1 et Ty(x, X) = 1, alors les conditions i), ii), i) et

iv) de la Définition 10.5 sont vérifiées.
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Afin de montrer la Proposition 12.9 nous établissons tout d’abord quelques propositions.

Proposition 12.10 Si l'ensemble X possede plus de composantes n—connezes que X \

{z} alors T, (z,X) = 0.

Preuve : Si X a plus de composantes n—connexes que X \ {z} alors une compo-

sante connexe de X est supprimée par effacement de x, donc aucun autre voxel que z
) . . , . , ..

n’appartient a cette composante. Il s’ensuit que x n’a pas de n—voisin dans X et donc

T.(z,X)=0.0

Proposition 12.11 Si l'ensemble X \ {z} a plus de composantes n—connezes que X

alors T, (z, X) > 2.

Preuve : Si X\ {z} a plus de composantes n—connexes que X, alors une composante
connexe de X a été créé par effacement de x. En d’autre termes, il existe deux voxels
a et b dans X tels que a et b sont connectés dans X mais pas dans X \ {z}. Il s’ensuit
que tout n—chemin entre a et b dans X contient le voxel z. Alors T,,(x, X) ne peut étre
égal a zéro car dans ce cas aucun chemin entre a et b dans X ne pourrait contenir x.
Maintenant, supposons que T, (z, X) = 1. Dans ce cas, pour tout n—chemin ¢ entre a et b
dans X, on peut trouver un chemin ¢’ de a a b dans X \ {z}. En effet, pour toute séquence
de la forme (y, z, z) dans ¢, les voxels y et z appartiennent tous les deux a G, (z, X) qui
est n—connexe donc il existe un n—chemin dans X \ {z} entre y et z. Alors, une telle
séquence (y, z, z) dans ¢ peut étre remplacée par un n—chemin qui ne contient pas x de
sorte que a et b sont n—connectés dans X \ {z}, ce qui contredit la définition des voxels

a et b. Finalement, on a T, (z, X) > 2. O

Proposition 12.12 Si I’ensemble X a plus de composantes m—connexes que X U {x},

alors Ty(z, X) > 2.

Preuve : La preuve de cette proposition est identique a celle de la Proposition 12.11.

O

Proposition 12.13 Si I’ensemble X U {x} a plus de composantes n—connexes que X,

alors Ty(x, X) = 0.
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Preuve : La preuve est identique a celle de la Proposition 12.10. O

Proposition 12.14 Si T,(z, X) = 1 et Ta(x, X) = 1 alors pour tout B € X \ {x} le
morphisme i, : M (X \ {z}, B) — TI}(X, B) induit par Uinclusion de X \ {z} dans X

est un isomorphisme.

Corollaire 12.15 Si T,,(x, X) = 1 et Tyy(x, X) = 1 alors pour tout B' € X le morphisme
it IY(X, B") — IIFY(X U {z}, B") induit par linclusion de X dans X U {z} est un

1somorphisme.

Preuve du Corollaire 12.15 : Soient Y = X U {z} et (m,m) = (7, n). De plus, soit
B’ un voxel de X. Alors Tp,(z,Y) = 1, Te(z,Y) = 1 et B’ € Y\ {z}. D’apres la Propo-
sition 12.14, le morphisme 4, : (Y \ {z}, B') — II7*(Y, B’) induit par 'application
d’inclusion i : Y\ {#} — Y est un isomorphisme. Mais, Y \ {z} = X et Y = X U {x}

donc i, n’est autre que le morphisme induit par l'inclusion de X dans X U {z}. O

Afin de prouver la Proposition 12.14 nous allons dans un premier temps prouver que i, est
surjectif (conséquence du Lemme 12.17) puis établir le Lemme 12.22 qui nous permettra

de prouver que i, est injectif.

Lemme 12.16 Si T,,(x,X) =1 et a et b sont deuzx vozels de N, (x) N X. Alors il existe

un n—chemin simple v entre a et b dans G, (z, X) tel que (a,z,b) ~, v dans X.

Preuve : Puisque G,(z, X) est n—connexe, alors il existe un n—chemin simple v =
(Yo, - - -, yx) dans G, (z, X) tel que yo = a et y, = b.

Si (n,m) = (26,6), il est clair que les voxels a = yy, = et y; sont inclus dans un cube
2x2x2 . Alors (a, z,b) ~o6 (a,y1,x,b) et on peut répéter ce processus puisque deux voxels
consécutifs y; et y; 11 dans v sont toujours inclus dans un méme cube 2x2x2 contenant
x. On obtient que (a,x,b) ~og (a,y1,x,b) ~a6 ... ~o6 (a,y1,...,Yk_1,,b) et finalement,
(@ Y1y Yk-1,7,0) ~26 (@ = Yo, Y1, -+, Yh—1,b = ).

Si (n,m) = (6,26) alors on remarque tout d’abord que k est nécessairement pair. Mainte-
nant, a = yo € Ng(x) N X de sorte que y; € (N1g(z) \ No(x))NX et yo € Ng(z)NX. Alors
les voxels yg, =, Y1 et yo sont inclus dans un carré 2x2 donc (a = yo, ) ~¢ (Yo, Y1, Y2, T).

On peut réitérer cette remarque et on obtient que (a,z) ~ (yo, ... yr, ) et finalement

(a7x7b) 6 (y07 cee 7yk7x7yk) ~6 (3107 s 7yk) u
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Lemme 12.17 8i T,,(z, X) = 1 et Ty(x, X) = 1 alors pour tout B € X \ {x} et tout
n—chemin ¢ dans AZ(X), il existe un chemin ¢ dans AB(X \ {z}) tel que ¢ ~, ¢ dans

X.

Preuve : Soit B € X \ {z} et soit ¢ = (co,...,¢,) un n—chemin fermé de B a B
dans X (B = ¢y = ¢). Pour toute séquence maximale (¢;,...,c;) telle que ¢;_1 # x,
Cit1 #x et ey =z pour k € {i,...,j} il est évident que ¢ ~, (co,...,Ci—1, T, Cjt1,.--,Cq)
(on remarque que 0 < i < j < [). Maintenant, d’apres le Lemme 12.16 et puisque
{ci—1,¢js1} C Ny(x), alors (¢i—1, %, ¢j41) =, v dans X ol 7y est un chemin de ¢;_1 & ¢j41
dans G, (z, X) tel que ¢ v*. Finalement, ¢ o, (co, ..., ¢i—1).7.(¢j41, ..., ¢;). En répétant
ce type de n—déformation homotopique pour toutes les séquence maximales (¢;, ..., ¢;)

de cette forme dans ¢, il est clair que ¢ est n—homotope dans X & un n—chemin fermé ¢’

tel que x ¢ ¢* (i.e. € AB(X \ {z})). O

Lemme 12.18 i T,(z,X) = 1 et T(z,X) = 1 alors deux chemins 7 et T qui ont
les mémes extrémités et sont inclus dans G, (z, X) sont n—homotopes a extrémités fixées

dans Nog(z) N X.

Pour prouver le Lemme 12.18 nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 12.19 Si T, (2, X) = 1 et Ty(x, X) = 1 alors tout n—chemin fermé simple dans
Gz, X) est n—réductible dans Nog(z) N X.

Corollaire 12.20 Si T),(z,X) = 1 et Ty(z,X) = 1 alors tout n—chemin fermé dans
Gn(z, X) est n—réductible dans Nog(x) N X (i.e G, (x, X) est simplement n—connexe).

Preuve du Lemme 12.19 pour (n,7m) = (6,26) : Dans ce cas, il est immédiat que
tout 6—chemin fermé simple dans Gg(z, X) C Nig(z) N X est une 6—courbe fermée
simple. Dans la Figure 12.1 nous avons représenté a rotations et symétries pres toutes les
6—courbes fermées simples possibles dans Nig(z).

Cas de la Figure 12.1(a):

Soit ¢ I’ensemble des points noirs de la Figure 12.1(a). Dans ce cas, soit z € X ou bien
tous les points de Nyg(z) \ (¢* U{z}) doivent appartenir & X. En effet, le cas olt z € X et
un des points de Nog(x) \ (¢* U {z}) appartient & X contredit le fait que Thg(z, X) = 1.
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Maintenant, si z € X il est clair que ¢ est 6—reductible dans Nyg(xz) N X. De fagon
similaire, quand z ¢ X alors Nyg(z) \ (¢* U{z}) C X et c est bien str 6—réductible dans
Nog(z) N X.

Cas de la Figure 12.1(b): On a {r,s,t} C X ou bien Nyg(x) \ (¢* U {r,s,t}) C X.
Dans les deux cas, on peut conclure de la méme facon que dans le cas précédent.

Cas des Figures 12.1(c),...,(f) : Similaires aux cas précédents. O

Lemme 12.21 Soit + € X tel que Tog(x,X) = 1 et Tg(x,X) = 1 et soit ¢ la pa-
ramétrisation d’une 26— courbe fermée simple dans Gag(x, X). Alors ¢ est 26—réductible

dans Gag(x, X).

Preuve : Dans la Figure 12.9 sont représentées a rotations et symétries pres toutes
les 26—courbes fermées simples de longueurs supérieures a trois possibles dans Nog(x)
(une 26—courbe fermée simple de longueur trois étant de fagon évidente 26—réductible).
Maintenant, on doit considérer chacune de ces courbes et montrer que, sous I’hypothese
que Ths(z, X) = 1 et Ty(x, X) = 1, toute 26—courbe fermée simple paramétrée est
26—réductible dans Gog(x, X). Suivant le Lemme 2.6, si une paramétrisation d’une des
courbes est réductible, alors toute paramétrisation de cette courbe est réductible.

Cas de la Figure 12.9(a)

Dans ce cas, exactement un voxel dans {u,v} doit appartenir & X. En effet {u,v} C X
contredit le fait que Ts(x, X) = 1 alors que {u,v} C X implique que Ts(x, X) = 0. Si
u € X [resp. v € X/, il est alors évident que ¢ est 26—réductible dans Gag(x, X).

Cas de la Figure 12.9(b)

Si u € X alors il est clair que la courbe ¢ est 26—réductible dans Gag(z, X). Maintenant,
siu ¢ X alors {p,q,r, st} C X. En effet, sinon Gg(z, X) ne serait pas 6—connexe. A
titre d’exemple, la Figure 12.10 montre une séquence de 26—déformations élémentaires
dans Gog(z, X) qui menent de ¢ au chemin réduit a ses extrémités quand ¢ est une des
paramétrisations de la courbe représentée dans la Figure 12.9(b).

Cas de la Figure 12.9(c)

Puisque Tg(x, X) = 1 on en déduit que soit u € X soit {p,s,r,t} C X. Dans les deux
cas, tout paramétrisation ¢ de cette courbe est 26—réductible dans Gag(x, X).

Cas de la Figure 12.9(d) Dans ce cas, soit {u, s} C X soit {p,q,7,t} C X et on peut

conclure dans les deux cas qu'une paramétrisation quelconque ¢ de cette courbe fermée
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Fi1G. 12.10: Un 26—déformation homotopique du 26—chemin fermé c.

simple est 26—réductible dans Gag(z, X).

Cas des Figures 12.9(e),. .. ,(n) Dans tous les cas, on peut séparer 'ensemble Ng(x)\c*
en deux parties A et B telles que A C X ou bien B C X. Alors, l'inclusion d’une de ces
deux parties dans X autorise la 26—déformation homotopique de ¢ dans Gag(z, X) en un

chemin trivial. O

Preuve du Lemme 12.19 pour (n,77) = (26,6) : On prouve ce lemme par induction
sur la longueur du chemin ¢! pour i > 0. Soit ¢ = ¢ et supposons que ¢ est un 26—chemin

fermé simple de longueur I(¢') dans Gog(x, X) qui est 26—connexe.

Tout d’abord, supposons qu'il existe dans ¢ trois voxels consécutifs qui soient inclus dans
un cube 2x2x2 C. En d’autres termes, ¢ = ¢;.(y, 2,t).co ot y, 2 et ¢t appartiennent & C.

= ¢ (y,t).dh qui est de longueur I(c¢"T1) = 1(c?) — 1.

Alors, ¢!~y ¢
Maintenant, on suppose que pour toute séquence (y, z,t) dans ¢’, les deux voxels y et t
ne sont pas 26—adjacents. De plus, supposons qu’il existe dans ¢! un voxel y tel que y ait
plus de deux 26—voisins dans ¢¢*. En d’autres termes, on suppose qu’il existe un voxel z
dans ¢’ qui n’est ni le successeur ni le prédécesseur de y dans ¢! mais qui est 26—adjacent
a y. Alors, ¢ = c}.(y).ch.(2).c} avec I(ch) > 3 (en effet, si (c}) = 3 alors b = (y,u, 2) et
y est 26—adjacent & z). On peut aussi supposer que le chemin ¢ est I'un des plus courts
sous-chemins de cette forme dans ¢’ qui puisse étre trouvé, satisfaisant cette propriété
de 26—adjacence entre ses extrémités. Alors, il s’ensuit que tout voxel de ¢} différent
de y et z possede exactement deux voisins dans ¢, : son prédécesseur et son successeur
dans c¢,. En effet, I'existence d'un voxel de ¢, qui posseéde plus de deux 26—voisins dans
" contredirait le fait que ¢} est un sous-chemin de ¢ de longueur minimale dont les

extrémités sont 26—adjacentes. De plus, y [resp. z] possede exactement deux voisins dans
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ci" . son successeur dans cb et z [resp. son prédécesseur dans ¢, et y]. Alors, ¢)* est une
n—courbe fermée simple et ch.(z,y) est une paramétrisation de cette courbe. D’apres le
Lemme 12.21, on a c4.(2,y) ~ (y,y) dans Gag(z, X). D’autre part, il est évident que
¢ g c(y).ch.(2,y, 2).c4 dans Gog(w, X). Finalement, ¢! =~y ci.(y,2).ci = ¢ dans
Gas(z, X) et ¢! est un 26—chemin fermé simple tel que [(c") < I(c").

Reste le cas ol tout voxel de ¢ a exactement deux 26—voisins dans ¢*". Dans ce cas, ¢
est la paramétrisation d'une n—courbe fermée simple et d’apres le Lemme 12.21, ¢ est
n—réductible dans Gog(r, X), i.e. ¢ ~oq ¢ dans Gog(x, X) avec I(c'1) = 1.

Dans tous les cas, le chemin ¢’ est 26—homotope & un 26—chemin fermé simple ¢! tel
que [(d"T1) < I(¢"). Par induction et puisque I(c') > 1, il doit exister un entier j tel que

I(d)=1et ¥ ~pd. O

Preuve du Corollaire 12.20 : Si ¢ n’est pas simple, alors il doit exister un n—chemin
fermé simple v d’un voxel y € ¢* a y tel que ¢ = ¢;.7.co. D’apres le Lemme 12.19, on a
v ~, (y,y) dans G, (z, X) de sorte que ¢ ~ c¢j.co dans G, (z, X). Maintenant, on peut
répéter ce processus pour obtenir que ¢ est n—homotope a un chemin fermé simple dans

Gn(z, X) et finalement ¢ est 26—réductible dans G, (z, X). O

Preuve du Lemme 12.18 : Soient 7 et 7’ deux n—chemins entre un voxel a et un
voxel b dans G, (x, X). D’apres le Corollaire 12.20, ’ensemble G,,(z, X) est simplement
n—connexe et suivant la Proposition 2.5 il s’ensuit que 7 et 7’ sont n—homotopes dans

Gp(z,X). O

Maintenant, nous prouvons le lemme suivant qui permet de démontrer que le morphisme

1, de la Proposition 12.14 est injectif.

Lemme 12.22 Si T,,(z,X) = 1 et Ta(x, X) = 1 alors, pour tout vovel B € X\ {x}, deux
n—chemin fermés c et ¢ de AB(X\{z}) qui sont n—homotopes dans X sont n—homotopes

dans X \ {z}.

Preuve : Etant donné un n—chemin fermé ¢ dans AZ(X), on note o(c) le n—chemin
de AB(X \ {z}) qui est n—homotope & ¢ dans X suivant la preuve du Lemme 12.17. Tl
est suffisant de montrer que si ¢ et ¢ sont identiques & une n—déformation élémentaire
pres dans X alors les deux chemins o(c) et o(c’) sont n—homotopes dans X \ {z}. On

suppose que ¢ = ¢1.7.¢3 et ¢ = ¢1.7.c3 ou v et 7/ sont deux n—chemins ayant les mémes
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extrémités et inclus dans un méme cube 2x2x2 si (n,7) = (26,6), dans un méme carré
2x2 si (n,7) = (6,26).

Si x ¢ v* U~ on remarque que o(c) = o(c¢y).v.0(ce) et o(d) = o(cy).y.0(cz), alors
¢~y ¢ dans X\ {z}.

Maintenant, si z € v*U~'", soit a le dernier voxel de ¢; différent de z et soit b le premier
voxel de ¢y différent de x. De plus, soit d le sous-chemin de ¢ entre a et b, et soit ¢ le
sous-chemin de ¢ entre a et b. On note 7 le sous-chemin de ¢ entre son premier voxel
et a et on note 7y le sous-chemin de c entre b et son dernier voxel. Finalement, on a
¢ = m.0.m et ¢ = m.0".my. Puisque a et b, les deux extrémités de § et ¢, sont différentes
de z, il s’ensuit que: o(c) = o(m).0(0).0(ms) et o(c') = o(m).0(d").0(m).

Maintenant, puisque z € v*U~"" et comme 7 et 4’ sont des 6—chemins [resp. 26—chemins]
inclus dans un carré 2x2 contenant x [resp. un cube 2x2x2 |, il est immédiat que vy et
7' sont des chemins inclus dans Gg(z, X) U {z} [resp. Gas(z, X)] et par construction les
chemin § et ¢’ le sont aussi. Maintenant, par définition de o(J) et o(d") (voir la preuve
du Lemme 12.17) il est immédiat que () et o(d’) sont deux n—chemins dans G, (z, X)

ayant les mémes extrémités. D’apres le Lemme 12.18, on en conclut que o(d) ~, o(d')

dans Nog(x) N X C X \ {z}. Finalement, o(c) ~, o(¢') dans X \ {z}. O

Preuve de la Proposition 12.14 : Soit B un voxel de X'\ {z}. D’apres le Lemme 12.17,
pour tout chemin fermé ¢ € AZ(X) (et donc pour toute classe d’homotopie de chemins
[Inn(x,p)) il existe un chemin ¢ € AZ(X \ {z}) tel que ¢ ~, ¢ dans X de sorte que
ix([c]m (x\{e},8)) = [clmn(x,8) = [¢'lmn(x,B)- Alors, le morphisme i, est surjectif.

Maintenant, supposons que c¢; et ¢y soient deux chemins fermés de AB(X \ {z}) tels
que [c1)ur(x,) = [ca]nn(x,p)- Par définition de i, on a [ei]mn(x,B) = . ([c1]ur(x\{2}.B)) €t
(ol (x,B) = ix([c2]mn(x\(e},B))- Alors, ¢ 2=, ¢y dans X et d’apres le Lemme 12.22, on en
déduit que ¢; ~, ¢ dans X \ {x}. Finalement, on a [c1]nr(x\(«},8) = [C2]mm (x\{e},B) donc

14 est injectif. O

Preuve de la Proposition 12.9 : Supposons que T}, (z, X) et Tx(x, X) = 1. D’apres la
Proposition 12.10 et la Proposition 12.11, T},(x, X)) = 1 implique que la Condition 7) de la
Définition 10.5 est vérifiée. De plus, d’apres la Proposition 12.12 et la Proposition 12.13,
Tw(z,X) = 1 implique la Condition i) de la Définition 10.5. Finalement, suivant la
Proposition 12.14 et le Corollaire 12.15, on a T),(x, X) = 1 et Tu(z, X) = 1 = iii) et iv).
O
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Enfin, on peut donner la preuve du résultat principal de cette partie.

Preuve du Théoréme 16 : Suivant la Définition 10.5, un voxel simple vérifie évidement
les trois conditions du Théoreme 16. Maintenant, suivant la Proposition 12.1, un voxel
vérifiant les trois conditions du Théoréme 16 est tel que T, (v, X) = Tn(z, X) = 1.
Finalement, d’apres la Proposition 12.9, si T,,(z, X) = Tn(z, X) = 1 alors x vérifie les

quatre conditions de la Définition 10.5. O
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Dans cette partie, un nouvel outil pour I’étude des propriétés topologiques des objets de
73 a été introduit. Cet outil, le nombre d’entrelacement, possede les mémes propriétés que
son analogue continu. Les preuves de ses propriétés les plus importantes ont été données
sans avoir recours a des notions du domaine continu. En effet, les preuves données ici ne
nécessitent pas d’autres outils que ceux rappelés dans la premiere partie de cette these.
Le petit nombre de notions de géométrie discrete qui ont été utilisées montre que des

propriétés fortes peuvent étre démontrées dans le cadre théorique discret.

De plus, une application du nombre d’entrelacement pour montrer une nouvelle — parce-
que plus concise — caractérisation des points simples en 3D a été donnée (pour (n,n) €
{(6,26), (26,6)}). Ce nouveau théoreme montre 'utilité du nombre d’entrelacement pour

prouver des théorémes qui mettent en jeu le groupe fondamental discret dans Z3.

Maintenant, méme si le nombre d’entrelacement est bien défini pour les couples de rela-
tions d’adjacences (n,7) dans {(6+, 18), (18, 6+)}, il n’a toujours pas été utilisé pour four-
nir une caractérisation des points simples 3D, similaire au Théoreme 16, pour ces derniers
couples de relations d’adjacence. Ceci puisqu'une question ouverte persiste concernant
'existence d’une courbe fermée simple, analogue aux courbes Kg(z, X, C) et Kog(z, X, C)
(Définition 12.3 et Définition 12.5), dans ces cas. Néanmoins, des travaux futurs devraient
permettre de trouver un processus simple (tel que “la suppression récursive des voxels
26—gras”) qui permette la construction d’une telle courbe pour une configuration donnée.
Cela rendra alors possible la vérification de 'existence de cette courbe pour toutes les

configurations satisfaisant la caractérisation locale des voxels simples.






Conclusion et perspectives

Dans ce document, nous avons défini de nouveaux outils et démontré plusieurs théoremes
qui montrent que le groupe fondamental discret est un outil puissant pour la caractérisation
de la préservation de la topologie dans un espace discret. On peut résumer ceci de la

maniere suivante :

— Le groupe fondamental permet de définir correctement la notion de surfel simple
dans une surface discrete. En d’autres termes, il permet de caractériser completement
la préservation de la topologie par suppression d’un unique spel dans un tel espace

discret.

— Le groupe fondamental caractérise completement la sous-homotopie entre les parties

d’une surface discrete (excepté dans un cas tres particulier).

— 11 permet de définir correctement les voxels simples dans Z3, c’est a dire de ca-
ractériser completement la préservation de la topologie par suppression d’un unique
voxel. De plus, cette caractérisation ne tient compte que de I'objet (et pas de son

complémentaire).

— 11 permet la formulation d’un critére théorique pour la sous-homotopie dans Z3.

Cependant, il est prouvé que le groupe fondamental n’est pas suffisant pour caractériser la
sous-homotopie dans Z*. En effet, on pourrait essayer de trouver une condition nécessaire
et suffisante pour qu’'une partie Y C X soit sous n—homotope a X quand X et Y sont
des parties de Z3. Aujourd’hui, il apparait qu'une telle condition sera tres difficile a
trouver avec les seuls outils a notre disposition. En effet, le groupe fondamental discret
qui est tres utile pour formuler une caractérisation globale des points simples en 3D
(voir le Chapitre 10 et le Chapitre 12) montre ses limites dans la caractérisation de la

sous-homotopie. Le fait est que les conditions naturelles de la Définition 10.5 ne sont pas
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suffisantes puisque l'objet Z représenté dans la Figure 12.11 (merci & T.Y. Kong pour
cet exemple que I'on peut trouver aussi a la page 189 de [Kin93]) a la propriété que tout
élément de AZ(Z) est réductible dans Z pour tout voxel B € Z. Alors, soit x un voxel
quelconque de Z, on en déduit que le morphisme i, : II¢({z}, ) — TI¢(Z, x) induit par
I'inclusion de {z} dans Z est un isomorphisme (la méme remarque peut étre faite pour
{z} et Z). Toutefois, 'ensemble {z} n’est évidemment pas sous 6—homotope & Z puisque

ce dernier ensemble ne possede aucun voxel 6—simple au sens du Théoreme 16.

(a) Un vue en 3D de la maison & deux chambres.

EEEEEEEEESEE SESEEEEEEEE EESEEEEEESEE EESEEEEEEEE SESEEEEEEEE
EEEEEEEEEEE N0 0N EEEEEEEEEEE N O EEEEEEEEEEE
ENEEEEEEEEE N EEECS SESEEEEEEEE N EEN O EEEEEEEEEEE
EEEEEEE EEE NN EEE NEES_ S S EEE(N O HEEEDEEEEEEE
EEEEEEEEEEE N EEE(S SESEEEEEEEE N EEN O EEEEEEEEEEE
EEEEEEEEEEE N0 NEESEEEEEEEE EOOOO00000E #SEEEEEEEEEE
EEEEEEESEESE SEEEEEEEEEE HEESESEEESESES SEEEEEEEEEE SEEEEEEEEEE
Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 5 Niveau 6

(b)

Fia. 12.11: La maison a deux chambres (ou “Bing’s house-with-two-rooms”).

Maintenant, on pourrait aussi espérer trouver une condition nécessaire et suffisante pour
que deux objets de Z3 soient symétriquement homotopes. Dans ce but, le groupe fon-
damental discret pourrait sembler étre un outil utile. Intuitivement, l'objet Z introduit
précédemment ainsi que son fond sont tous les deux caractérisés par le fait que pour
tout voxel B € Z et tout voxel B’ € Z, les groupes 11$(Z, B) et 1126(Z, B') sont triviaux.
Alors, comme il est de maniere évidente possible d’ajouter ou retirer séquentiellement des
voxels simples a I’ensemble Z pour obtenir finalement un objet réduit a un seul voxel ;
on pourrait penser que le groupe fondamental discret permet de caractériser I’homotopie
symétrique (cette derniere notion est une nouvelle fois illustrée dans la Figure 12.12).

Evidemment, la réponse a cet “espoir” est négative.

En effet, supposons qu’il existe un algorithme répondant toujours au probleme suivant :
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{J

F1G. 12.12: Deux parties de 73 qui sont

symétriquement homotopes.

SH3D : Donnée: X CZ)etY CZ3
Résultat: OUI si X et Y sont symétriquement homotopes
NON sinon.

Aujourd’hui, aucune preuve n’a été donnée du fait que ce probleme soit décidable. En
effet, méme une méthode naive consistant a essayer toutes les séquences possibles de
suppressions et d’effacements de voxels simples entre les deux objets considérés, n’est pas

prouvée comme étant une méthode valide pour n’importe quelle donnée.

Maintenant, considérons le probléme de la vérification du fait que deux noeuds dans R?
puissent ou ne puissent pas étre déformés I'un en 'autre par une déformation continue
ambiante. Ce probléeme aura peut étre une solution quand on connaitra un invariant com-
plet des noeuds, qui n’a toujours pas été trouvé. Alors, il est clair qu’étant donnés deux
noeuds dans R3?, on peut trouver un pas de discrétisation pour lequel on puisse donner
une image discrete de chacun des noeuds de sorte que le probleme de I'équivalence de
ces noeuds se rameéne & un cas du probléme de ’homotopie symétrique dans Z? (voir Fi-
gure 12.13). Rigoureusement, on devrait prouver que toute déformation continue ambiante
d’un noeud peut étre effectuée pour son équivalent discret par une séquence d’insertions
ou suppressions de voxels simples. Notons que cette derniere propriété est certainement
dépendante du pas de discrétisation. De plus, on devrait aussi prouver que ’homotopie
symétrique ne peut mettre en relation deux objets dont les analogues continus ne sont
pas équivalents a une déformation continue pres. Néanmoins, le schéma donné ici devrait
convaincre le lecteur que I’homotopie symétrique est un probleme au moins aussi difficile

que celui de ’équivalence des noeuds.
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Cependant, un résultat classique de la théorie des noeuds, qui montre que le groupe du
noeud (i.e. le groupe fondamental du complémentaire de la courbe de R?® représentant un
noeud) n’est pas un invariant complet, réside dans le fait que les groupes fondamentaux
(discrets) des complémentaires des objets X; et X, de la Figure 12.13 sont isomorphes
alors que ces deux noeuds ne sont pas équivalents. En d’autres termes, les objets X et

X5 ne sont pas symétriquement homotopes.

F1G. 12.13: Pour tout By € X et tout By € X5, les groupes fondamentauz H{L(E, By) et

I17(X5, By) ne sont pas isomorphes.

Dans [NR00], Nakamura et Rosenfeld établissent le rapport entre les noeuds “polygonaux”
dans R? et les noeuds discrets dans Z3. Ce dernier article peut étre considéré comme
une premiere tentative dans 1’établissement dun lien entre la théorie des noeuds et la

caractérisation de I’homotopie symétrique dans Z3.
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Notation Nom Page
X complémentaire de I’ensemble X 17

Card(X) cardinal de ’ensemble X

(20, .-y xp) OU (T4)iz0,..p p—uplet
Ng(z) R—voisinage de x 18
Gn(z, X) pour n € {6,6+,18,26} | n—voisinage géodésique (Z?*) 167
Ge(z, X) graphe de e, —adjacence 85
Gy(z, X) graphe de v, —adjacence 85
R4, Rs Relations d’adjacences dans Z> 22
Re, Ris, Rog Relations d’adjacences dans Z3 22
.79 concaténation de chemins 20
* ensemble des spels d’un chemin 20
~R relation de R—déformation élémentaire 40
~p relation de R—homotopie 41
A% (X) ensemble des R—chemins fermés de p a p 45
dans X
R (X, p) ensemble quotient de AL (X)) suivant ~z 45
[clnrx,B) classe d’homotopie de ¢ dans X suivant 46
=R

Ly Nombre d’intersection de 7 et ¢ 101
Left . (k), Right (k) gauche et droite locales d'un chemin 99
L. Nombre d’entrelacement de 7 et ¢ 183
P.(i) Mouvement projectif du chemin ¢ en ¢ 181
cn(S) n—chemin associé a une courbe d’edgels 144

de bord







Annexes






Annexe A

Preuve du Lemme 12.6

Dans cette annexe, on donne le code source en langage C d’un programme qui exa-
mine toutes les configurations locales 3 x 3 x 3 de points telles que T, (z, X) = 1 et
Tiw(z,X) > 2; et qui vérifie pour chacune de ces configurations qu’au moins un des en-
sembles K, (z, X, () qui peuvent lui étre associés est une n—courbre fermée simple pour

n € {6,26} et une certaine composante n—connexe C' de Gy(z, X).

Ce programme est décomposé en plusieurs fichiers. Le fichier config.h contient la déclaration
des types de données utilisés ainsi que les déclarations des quelques fonctions manipu-
lant les configurations locales (type Config). Ces fonctions sont définies dans le fichier

config.c.

Description du type Config

Le type Config défini dans config.h est un entier long non-signé dans lequel le bit de poid
n est associé a un des voxels de Nog(2)NX suivant la convention donnée dans la Figure A.1.
A titre d’illustration, nous donnons dans la Figure A.2 la signification du masque de bits
“MASK_CUBEOQ” défini dans le fichier config.h. Ainsi, une opération comme “ajouter
a la configuration cnf_a les 6—voisins du point numéro i de la configuration cnf b”
peut s’effectuer par un simple OU logique bit a bit. De la méme facon, vérifier que
tous les points d’'une configuration appartiennent a un méme cube 2x2x2 peut se faire
en utilisant la condition tres efficace que 1'on trouve dans le fichier config.c (fonction

In_2x2x2Cube()).



238 Annexe A
8 a7 (26
| /?/T 4 |
2 W — | o — ]
13 2;
cdS AN AP At AN
2
o o @
Fre. A.l: Convention pour la  F1. A.2: Ce cube 2x2x2 est représenté

numérotation des points de Nag(x).

Fichier : Makefile

CC = gce —Wall

proof: proof.c config.o

config.o: config.h config.c
gce —c config.c

gce —o proof proof.c config.o

par Uentier 20 + 21 +23 424 429 4 210
213 (= “MASK_CUBEQ” dans le fichier

config.h).



Annexe A 239

Fichier: config.h

#ifndef CONFIG_H
#define CONFIG_H

/* K 3 oK ok oK K K K K oK o ok oK K K K K o ok oK K K K K ok ok oK K K K 3 oK ok ok oK K K K oK o ok oK K K K oK ok ok oK K K K 3 oK ok oK K K K 3k oK ok ok oK K ok ok oK ok ok ok oK

* FICHIER : config.h

AUTEUR : Sebastien FOUREY

DESCRIPTION : definition de plusieurs constantes et tableauz
pour la manipulation des configurations 3r3x3.

Declaration des fonctions suivantes : 10

% % % X % % %

int enfCardinal(Config);

* Config enfComplement(Config);

*int cnfNbConnectedComponents(Config, int list[][32])

* Config enfG6(Config enf);

* Config enfG26(Config cnf);

* Config FindConnectedComponent(Config, const Config []);
*int SimpleClosed26Curve(Config);

*int SimpleClosed6Curve(Config config);

* 20

KA A A A A A A A A A A KA KA A A A A A A AAH A KA KA KA A K KA KA KA KA KKK KA oK KK
*/

#define CENTER 13
#define END 127

#define MASK_CONFIG 0x07FFFFFF
#define MASK_CENTER 0x00002000

#define MASK_N26 0x07FFDFFF 30
#define MASK_N18 0x2EBDEBA
#define MASK_N6 0x415410

#define MASK_0 0x1
#define MASK_1 0x2
#define MASK_2 0x4
#define MASK_3 0x8
#define MASK_4 0x10
#define MASK_5 0x20
#define MASK_6 0x40 40
#define MASK_7 0x80
#define MASK_8 0x100
#define MASK_9 0x200
#define MASK_10 0x400
#define MASK_11 0x800
#define MASK_13 0x2000
#define MASK_14 0x4000
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#define MASK_15 0x8000

#define MASK_16 0x10000

#define MASK_12 0x1000 50
#define MASK_17 0x20000

#define MASK_18 0x40000

#define MASK_19 0x80000

#define MASK_20 0x100000

#define MASK_21 0x200000

#define MASK_22 0x400000

#define MASK_23 0x800000

#define MASK_24 0x1000000

#define MASK_25 0x2000000

#define MASK_26 0x4000000 60

#define MASK_CUBEO 0x361B

#define MASK_CUBE1 0x6C36

#define MASK_CUBE2 0x1B0D8

#define MASK_CUBE3 0x361B0

#define MASK_CUBE4 0x6C3600

#define MASK_CUBE5 0xD86C00

#define MASK_CUBEG6 0x361B000

#define MASK_CUBE7 0x6C36000

70

typedef unsigned long Config;

/* The6Neighbors[i] est une configuration qui contient tous les points */
/* de N26(x) qui sont 6-adjacents au point numero i */
static const Config The6Neighbors[27] = {
0x20a, 0x415,  0x822, 0x1051, Oxaa, 0x4114,
0x8088, 0x10150, 0x200a0, 0x41401, 0x80a02, 0x104404,
0x208208, 0x415410, 0x820820, 0x1011040, 0x2028080, 0x4014100,
0x280200, 0x540400, 0x880800, 0x1441000, 0x2a80000, 0x4504000,
0x2208000, 0x5410000, 0x2820000}; 80

static const Config The26Neighbors[27] = {
Ox161la, O0x5e3d, O0x4c32, 0x196d3, Ox3dfef, 0x34d96, 0x19098,
0x3d178, 0x340b0, 0x6cl41b, Oxfcba3f, 0xd84436, 0x36d86db, Ox7ffdfff,
0x6db0db6, 0x36110d8, 0x7e2d1f8, Ox6c141b0, 0x681600, 0xf45e00, Oxc84c00,
0x34d9600, 0x7bfde00, 0x65b4c00, 0x2619000, 0x5e3d000, 0x2c34000 };

static const int List6Neighbors[27][32] =
{{1, 3,9 END }, 90
{0,2 4 10, END },
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6, 8, 16, END },

. 7,17, END },

, 10, 12, 18, END },
.9, 11, 19, END },
10, 14, 20, END },
9, 15, 21, END },

, 10, 12, 14, 16, 22, END },
, 11, 17, 23, END },
, 12, 16, 24, END },
15, 17, 25, END 1},
14, 16, 26, END },
19, 21, END },

18, 20, 22, END },
19, 23, END },

18, 22, 24, END },
21, 23, 25, END },
20, 22, 26, END },
21, 25, END },
22, 24, 26, END },
23, 25, END }};

MR O

o

T Vet W e e Tt Wt e Naan Ranten Vet
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No o )

static const int List26Neighbors[27][32] =

{{ 1,3, 4,09 10, 12, END },

, 4, 5,9, 10, 11, 12, 14, END },

0, 11, 14, END 1,

7,9, 10, 12, 15, 16, END },

5 6,7, 8,09, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, END },
8, 10, 11, 14, 16, 17, END },

1 1

HENNRERRPRORPPNONRERERBDN

3

51
4, 6
1,2, 3,

2,4, 7,
, 4,7, 12, 15, 16, END },

5, 6,8, 12, 14, 15, 16, 17, END },
7

3

2

4

3

2

. 14, 16, 17, END },

, 4, 10, 12, 18, 19, 21, 22, END },

, 3, 4,5, 9, 11, 12, 14, 18, 19, 20, 21, 22, 23, END },
, 5, 10, 14, 19, 20, 22, 23, END },

, 4,6, 7,9, 10, 15, 16, 18, 19, 21, 22, 24, 25, END },
, 3,4,5,6,7,8 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18,

, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, END },

7, 8, 10, 11, 16, 17, 19, 20, 22, 23, 25, 26, END },
12, 16, 21, 22, 24, 25, END },

7,8, 12, 14, 15, 17, 21, 22, 23, 24, 25, 26, END },
, 14, 16, 22, 23, 25, 26, END },

0, 12, 19, 21, 22, END },

, 10, 11, 12, 14, 18, 20, 21, 22, 23, END },

0, 11, 14, 19, 22, 23, END },

{9, 10, 12, 15, 16, 18, 19, 22, 24, 25, END },

{9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 25, 26, END },
{ 10, 11, 14, 16, 17, 19, 20, 22, 25, 26, END },

{ 12, 15, 16, 21, 22, 25, END },

. 2, 4,5,
4,6, 7,
, 4,5, 6,
, 5, 7,8,

0
1
0
0
1
3
3
4
0
0
1
0
0
1
1,2
3,4
3,4
4, 5
9,1
9,1
1

B Y Vo S S SN B Y S R Y W eSS

100

110

120

130

140
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{ 12, 14, 15, 16, 17, 21, 22, 23, 24, 26, END },
{ 14, 16, 17, 22, 23, 25, END }};

int cnfCardinal(Config);
/* Retourne le nombre de points dans la configuration */ 150

inline Config cnfComplement(Config);
/* Retourne la configuration complementaire */

Config cnfG6(Config);
/* Retourne G_{6}(r,X) */

Config cnfG26(Config);
/* Retourne G_{26}(z,X) */

160

Config FindConnectedComponent(Config config, const Config TheNeighbors|]);
/* Retourne un composante n-connexe de la configuration

TheNeighborsfi] est une configration qui contient les points de

N_{26}(xz) qui sont n-adjacents au point i

Retoune 0 si config est vide

Y/

int SimpleClosed26Curve(Config);
/% Teste si les points de la configuration forment une 26-courbe ferme simple */ 170

int SimpleClosed6Curve(Config);
/% Teste si les points de la configuration forment une 6-courbe ferme simple */

int cnfNbConnectedComponents(const Config config, const int list_neighbors[27][32]);
/* Compte le nombre de composantes n-connezxes dans la configuration */

#endif

180
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Fichier: config.c

#include "config.h"
R R R

* FICHIER : config.c
* "AUTEUR : Sebastien FOUREY
* DESCRIPTION : definition des fonctions declarees dans config.h

KA A AN A A A A A A KA A A A A KA KA KA KA K KA KA KA KKK KKK KKK
Y/

int cnfCardinal(Config config)
{ 10
int result=0;
while (config)
{
if (config & 1) result+-+;
config>>=1;
}

return result;

}

inline Config cnfComplement(Config config) 20
{ return (“config) & MASK_N26; }

Config cnfG6(Config config)
{

Config result=0;

Config add=0;

result = config & MASK_NG;

if (result & MASK_4) add |= The6Neighbors|[4]; 30
if (result & MASK_10) add |= The6Neighbors[10];

if (result & MASK_12) add |= The6Neighbors[12];

if (result & MASK_14) add |= The6Neighbors[14];

if (result & MASK_16) add |= The6Neighbors[16];

if (result & MASK_22) add |= The6Neighbors[22];

result |= (config & add);

return result;

}

Config cnfG26(Config cnf) 40
{ return cnf & MASK_N26; }

Config FindConnectedComponent(Config config, const Config TheNeighbors|])

{
Config old,grow,add;

int i;
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if (!config) return 0;
1=0;

while (!(config & (1<<i)) ) i++;

grow = 1<<j;
do
{
old = grow;
add=0;
for (i=0; i<27; i++)
if (grow & (1<<i))

/* Trouve un point de depart™/

add |=(config & (TheNeighborsli]));

grow |= add;
} while (grow != old);

return grow,

}

int SimpleClosed26Curve(Config config)

{
int i;
for (i=0; i<27; i++)
{
if (( config & (1<<i)) &&

( enfCardinal( config & The26Neighborsli]) = 2))

return 0;

}

return 1;

}

int SimpleClosed6Curve(Config config)

{
int i;
for (i=0; i<27; i++)
{
if ( ( config & (1<<i)) &&

50

/% Fait croitre la composante associee */

p : . , o

/* au point numero i jusqu’a stagnation™/

/* Ajoute a “grow” les voisins dans la */

/% configuration des points de grow */
60
70
80

( enfCardinal(config & The6Neighbors|i]) = 2))

return 0;

}

return 1;

}

int cnfNbConnectedComponents(const Config config, const int list_neighbors[27][32]) 90

{

Config not_seen, mask;
int n=0;

int result=0;

unsigned int queue[32];

unsigned int * q_head = queue;
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}

unsigned int * g_end = queue;
const int * neighbor;

not_seen = MASK_N26 & config; 100

while (not_seen)
{
n=0; result++;
gq-head=q_end=queue;
mask=1;
while (!(not_seen & mask)) { n++; mask<<=1; }
*q_end = n;
q-end—++;
not_seen”~=mask; 110
while (q-head<q_end)
{
neighbor = list_neighbors[*q_head]; /* desenfiler un point */
q-head—++;

while (*neighbor |= END)
{

mask = 1<<(*neighbor);

if (not_seen & mask) /* enfiler neighbor si pas deja fait */

{ 120
*q_end=*neighbor;
g-end—++;
not_seen ~= mask; /* Marquer neighbor comme etant visite */

}

neighbor—++;
}
}
return result;
130



246 Annexe A

Fichier : proof.c

#include "config.h"
R R

*
* FICHIER : proof.c *
* AUTEUR : Sebastien FOUREY *
* DESCRIPTION : Preuve automatique *
* *

K K K K ok oK oK ok oK ok 3k K 3K K K K oK oK oK oK oK oK 3k 3k K 3k 3K 3K K K oK ok oK oK oKk 3k 3k K 3k 3K 5K K K oK oK oK oK K oKk ok K K 3K K K K oK oK oK ok ok Kk ok ok K kK K K ok ok
Y/

/% Trouve toutes les composantes 6-connexes C de G_6(x,\overline{ X}) et

10

* et verifie que pour chacune d’elle 'ensemble K est une 26-courbe

* fermee simple.

* Retourne 0 si aucun des ensembles K n’est une 26-courbe fermee simple
*

Retourne 1 sinon */
int FindK26Candidates(Config configuration);

/% Trouve toutes les composantes 26-connexes C de G_26(x,\overline{ X})

* et verifie que pour chacune d’elle l'ensemble K est une 6-courbe

* fermee simple. 20
* Retourne 0 si aucun des ensembles K n’est une O-courbe fermee simple

* Retourne 1 sinon */

int FindK6Candidates(Config configuration);
/% Verifie que tous les points de la configuration *

* appartiennent a un cube 2r2x2 */
int In_2x2x2Cube(Config config);

/*  Fonction principale */
int main() 30
{

Config config;

unsigned long n;

/* Preuve dans le cas (26,6) */
printf("Verification config. : T26(x,X)=1 et T6(x,overline{X})>=2\n");
for (config= 0; config <= O0x07TFFFFFF; config++)
{
if (!(config & MASK_CENTER) &&
(cnfNbConnected Components(cnfG26(config), 40
List26Neighbors) == 1) &&
(cnfNbConnected Components(cnfG6(cnfComplement(config)),
List6Neighbors) >= 2))

n+-+;
if (FindK26Candidates(config))

{
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printf("Erreur: Pas de 26-cfs: %lu (%1x)\n",config,config);
exit(—1);
} 50
}
}

printf( " %lu configurations / T26(x,X)=1 et T6(x,overline{X})>=2 \n" n);

/* Prewve dans le cas (6,26) */
printf(" Verification config. : T6(x,X)=1 et T26(x,overline{X})>=2\n");
n=0;
for (config=0; config <= 0x07FFFFFF; config++)
{
if (!(config & MASK_CENTER) && 60
(cnfNbConnectedComponents( cnfG6(config),
List6Neighbors)==1) &&
(cnfNbConnected Components(cnfG26(cnfComplement(config)),
List26Neighbors)>=2))

n-+-+;
if ('FindK6Candidates(config))

{

printf("Erreur: Pas de 6-cfs: %lu (%1x)\n" config,config);
exit(—1); 70
}
}
}
printf( " %1lu configurations / T6(x,X)=1 et T26(x,overline{X})>=2\n"n);

}

/% Trouve toutes les composantes O-connexes C de G_6(x,\overline{ X}) et
et verifie que pour chacune d’elle I’ensemble K est une 26-courbe
fermee simple. 80
Retourne 0 si aucun des ensembles K n’est une 26-courbe fermee simple
* Retourne 1 sinon */
int FindK26Candidates(Config configuration)
{
Config K,K0,C;
Config seen=0;
Config G26 = configuration & MASK_N26; /* G26(1,X) */
Config G6Comp = cnfG6(cnfComplement(configuration)); /* G6(z,\overline{ X}) */
int some_removal;
int i,s; 90

* % %

while (( C = FindConnectedComponent(G6Comp & ~“seen, The6Neighbors)))
/* C est une composante 6-connexe de G6(x,\overline{X}) qui */
/* n’a pas encore ete examinee */

{

K0=0; /% Construction de l’ensemble K0 associe a cc_complement */



248 Annexe A

for (i=0; i<27; i++)

{

if ((G26 & (1<<i)) /* Le point “i” appartient a G26(x,X)*/
&& (C & Theb6Neighbors[i])) /* et est 6-adjacent a C */ 100
K0 = KO | (1<<i); /* donc appartient a K0 */
}
/* Construction de l’ensemble K associe a C */
K = K0 & MASK_NI18; /* Un oxel de N26(x)\setminusN18(x) */
/* ne peut etre isole dans X et est */
/* donc evidement un vozxel gras. */
do { /* Suppression des vozxels gras de K */
some_removal=0; 110

for (i=0; i<27; i++)
{
if (K & (1<<i)) &&
In_2x2x2Cube( (K & The26Neighbors[i]) & MASK_N26))
{

K=K " (1<<i);
some_removal=1;

}

} 120
while (some_removal);

if (SimpleClosed26Curve(K)) return 1;
seen = seen | C;

}

return 0; /* Aucune 26-courbe f.s. trouvee !l */

}

/% Trouve toutes les composantes 26-connezes C de G_206(z,\overline{ X})
* et verifie que pour chacune d’elle I’ensemble K est une 6-courbe 130
* fermee simple.
* Retourne 0 si aucun des ensembles K n’est une 6-courbe fermee simple
* Retourne 1 sinon */
int FindK6Candidates(Config configuration)
{
Config K,K0; /* Les ensembles K et KO */
Config seen=0; /* OU bit a bit de toutes les composantes C de */

/* G26(x,\overline{ X} ) deja examinees */
Config G6 = cnfG6(configuration); 140
Config G26Comp = cnfG26(("configuration) & MASK_N26);

Config C;

int i,some_removal;

/* Trouve une composante 26 connexe */
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while ((C=FindConnectedComponent( G26Comp & “seen, The26Neighbors)))
{

KO0=0; /* KO0 est 'ensemble des vozels de G6(z,X) */
for (i=0; i<27; i+4+) /™ qui sont 26-adjacents a C */
{ 150

if ((G6 & (1<<i)) &&
( C & The26Neighborsli]))
K0 = KO | (1<<i);
}

K = KO0;
if (SimpleClosed6Curve(K)) return 1; /* Premier teste (optimisation) */

do { /* Suppression des vozels 6-extremites de K */
some_removal=0; 160
for (i=0; i<27; i++)

if (K & (1<<i)) && (cenfCardinal(K & The6Neighbors[i]) == 1))

K=K " (1<<i);
some_removal = 1;

}
}
}
while (some_removal); 170

if (SimpleClosed6Curve(K)) return 1;

seen |= C;

}

return 0; /* Aucune G-courbe f.s. trouvee !l */
}
/% Verifie que tous les points de la configuration *

*  sont dans un cube 21212 */
int In_2x2x2Cube(Config config) 180
{

return ( config

&&
I(config & "MASK_CUBED)

| |(config & "MASK_CUBE1)
| |(config & "MASK_CUBE2)
| !(config & "MASK_CUBES3)
| /(config & "MASK_CUBE4)
| /(config & "MASK_CUBES5)
| |(config & "MASK_CUBES6)
| (config & "MASK_CUBET)));

190
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